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  תקציר
 שיווי משקל ת הצבתבעיל של בחירת מסלולים  שונים מודליםיישום שלהמחקר מציג 

  במודלשפותחו משתמשים SUE של מרבית היישומים. )SUE (תסטוכסטי

)MNL (multinomial logit יש מספר גדול של עירוניות ברשתות , אולם.עבור בחירת מסלולים 

דימיון בין את ה לא לוקח בחשבון MNL מודל מבנה שלה. חפיפות קטעים בין מסלולים שונים

 .הצבהה תוצאות משפיע על האמינות שלזה דבר  .אלוהמסלולים השונים הנובע מחפיפות 

 החסרונותמנסים להתגבר על ש מודלים חדשים של בחירת מסלולים פותחו ותאחרונבשנים ה

ם אלו במסגרת בעיית השימוש במודלי .Cross nested logit (CNL) בינהם מודל, MNLשל מודל 

העמסה ל כפרוצדורה CNL יישום פוטנציאלי של מודלב דן  זהמחקר.  מועט מאוד עדייןההצבה

מתחשב  הנו בכך שהפתרון CNL-SUEהיתרון המשמעותי של  .SUEפתרון בעיית בסטוכסטית 

 קיים ניסוח מתמטי אך לא קיימות CNL-SUEלבעיה ההצבה . בדימיון בין המסלולים השונים

  למעט אלגוריתם, פרות דוגמאות לפיתוח אלגוריתמים יעילים לפיתרון בעיות אלובס

 )MSA( Method of Successive Averages כמו כן למיטב  .סובל מהתכנסות איטית מאודש

 MNL-SUE :ים השונהההצבמודלי ידיעתנו אין עבודות שבוחנות את ההבדלים בתוצאות בין 

אלגוריתמים ,  משמשת כמודל של בחירת המסלוליםMNLכאשר פונקציה . ' וכוCNL-SUE -ו

ו עבור בעית ההצבה עאלגוריתמים דומים לא הוצ, אולם. ו בספרותעהוצ MSA - מ יעילים יותר

. תמקד בשתי מטרות עיקריותממחקר זה  .המבוססת על מודלים אחרים של בחירת מסלולים

במחקר מוצג . CNL-SUEבעיית המטרה הראשונה היא פיתוח של אלגוריתמים יעילים לפיתרון 

 לפיתרון Damberg et al (1996) של לגוריתםאה על בסיס CNL-SUEאלגוריתם לפיתרון בעית 

  נוספת של המחקר היא השוואה של תוצאות הצבההמטרה ה. MNL-SUE ההצבהבעית 

CNL-SUE ו-  MNL-SUEההשוואה מתיחסת הן לשוני בפתרון . ובחינת ההבדלים ביניהם

נבחנו   במחקר.פתרון שווי המשקלאת ן למאמץ החישוב הנדרש על מנת להשיג המתקבל וה

  :שיטות שונות לחישוב גודל הצעד באלגוריתם באמצעות מזעור של פונקצית המטרה

Golden Section ו-Armijo . התוצאות הושוו עם חישוב גודל הצעד באמצעות שיטתMSA. מבחן ב

מאמץ החישוב הנדרש על וני בין המודלים ושה של פרמטרים שונים על ההשפעותנבחנו 

מקדם הקינון ורמת , מקדם הפיזור: הפרמטרים שנבדקו הם. למציאת פתרון שיווי משקל

שיטה לחישוב גודל ה, רשתהתלוי בגודל ש , זמן חישוב שונהדורשותרשתות שונות . הביקוש

 תוצאות מראותה .והביקוש  פיזורר פרמט,מקדם קינון של פרמטריםה ו בכל איטרציההצעד

. הוא גם האיטית ביותר, SUEשהיא הנפוצה ביותר עבור ,  לחישוב גודל הצעדMSAת ששיט

 הן שיטות של חישוב גודל צעד Armijo -  וGolden Section –  שנבחנואחרותהשיטות השתי 

 משאר  יותר טובותArmijoשיטה   תוצאות ההתכנסות של.מהבהתא, או מקורבאופטימלי 

התנועה נפחי , בפרט מקדם קינון, של הבעיה בפרמטרים תתלוב מראה שחקרמה. השיטות

 .MNL-SUE  לפי מודל םנפחיה מ מאודיכולים להיות שונים CNL-SUE למסלולים לפי מודב

מטרה ה ת של פונקציהמורכבות יותר בגלל דורש מאמץ חישוב גדול CNL-SUEמודל , אולם
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משך השיפור ביכולת החישוב של עם ה .MNL-SUE ופונקצית ההסתברות לעומת מודל

ויאפשר להשתמש ,  פחותמשמעותי יהיה יהמחשבים בעתיד יתכן ונושא המאמץ החישוב

   . רחב יותרן באופCNL-SUEבמודל 
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   וקיצוריםרשימת סמלים

kc -  הנסיעה במסלול ) זמן(עלותk  

mx   - נפח התנועה בקטע   m  

mt   -   זמן נסיעה בקטעm  

mt   m  זמן הנסיעה החופשית בקטע-0 

mu - קיבולת בקטע  m  

rsq  -   כ הביקוש לנסיעות בין הצמד מוצא "סהr ויעד s  

 λ  -פל לגרנג כו' 

θ -י נהגים" פרמטר פיזור שמשקף את תפיסת עלות הנסיעה ע  

µ  -דרגת קינון  

mkα-מקדמי הכללה המקצים אלטרנטיבות לקנים   

kP- הסתברות בחירה מסלול  k  

)( mkP -  ל ההסתברות המותנית שמסלוk ייבחר בקן המוגדר על ידי קטע m 

)(mP-   ההסתברות השולית שקןm ייבחר  

f k
rs -  נפח התנועה במסלול k  בין הצמד מוצאr ויעד s  

rs
mkf- נפח התנועה במסלול k קטע יך לקן המוגדר על ידייהש m בין הצמד מוצא r ויעד s  

 rs
mkh -נפח התנועה במסלול  ;  פיתרון עזרk קטע  לקן המוגדר על ידיהשייך m בין הצמד מוצא 

r ויעד s ,המחושב על פי העלות הנסיעה.  

RMSE - סטיות ממוצעי ריבועים )the root mean square error(   

RMSPE  - סטיות ממוצעי ריבועים באחוזים )the root mean square percent error(  

IIA -  Independence of Irrelevant Alternatives  

SUE -  למשתמששיווי משקל סטוכסטי  )Stochastic User Equilibrium( 

UE -  שיווי משקל למשתמש) User Equilibrium( 

CNL -  Cross Nested Logit 

MNL -  Multinomial Logit  

NL      -- Nested Logit  

PCL -  Paired Combinatorial Logit 

MNP -  Multinomial Probit 

MSA  -- בים קשיטת ממוצעים העו)Method of Successive Averages( 

DSD  -  Disaggregate Simplicial Decomposition
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  מבוא .1
תפוקותיה של  .הצבת תנועה הינה התהליך שמפזר ביקושי נסיעה נתונים על רשת התחבורה

, ההתפתחות הטכנולוגיה, ועם התקדמות הזמן, היבטי תכנון רביםהצבת הנסיעות משמעות ל

הולכת ועולה הדרישה לקבלת תוצאות אמינות , העלייה ברמת החיים ועליית ערך הזמן

 כתוצאה מכך ניתן יהיה להקל על העומסים בכל הקטעים ברשת .מהמודלים והחישובים

  .תחבורה

מספר מודלים של הצבת תנועה המוגדרים קיימים   . בספרותרבותית הצבת תנועה נחקרה יבע

המודלים המקובלים ביותר הם . על פי המודלים של בחירת המסלולים בהם נעשה שימוש

 לצמצם ככל מנסהשבהם כל נהג ) user-equilibrium UE( מודלים של שווי משקל למשתמש

  . עתו תוך התייחסות להשפעת הגודש על זמני הנסיעהיהאפשר זמן נס

מודל זה מבוסס על ההנחה שלנהגים יש . הנפוץ ביותר הוא המודל הדטרמיניסטימודל ההצבה 

 עלות אשר ממזער אתלכן הם בוחרים במסלול ו, מסלוליםנסיעה בידע מושלם של עלויות 

זמן . מסלול יחידב יעד בהכרח יבחרו - לא כל הנהגים בין כל זוג מוצא , מכךתוצאה  כ.נסיעתם

ניתן להשיג מצב יציב רק כאשר אף נהג לא יכול .  התנועההנסיעה בכל קטע משתנה עם נפח

  . החלפת מסלול נסיעתו באופן בלתי תלויעל ידילשפר זמן נסיעתו 

ההנחה , למשל. ה סבירההנחה של שיווי משקל הדטרמיניסטי אינה, לדעת רבים בספרות

בהתאם ו ,)ברשת יםמסלולה הם יודעים את זמני הנסיעה בכל ,כלומר(שלנהגים מידע מושלם 

מודל מניח ה, יתר על כן. מחליטים באופן הגיוני בקשר לבחירת מסלול אינה בהכרח נכונהלכך 

על ידי נסיעה הזמן תפיסת  יש להבחין בין במציאות, אולם. שכל הנהגים מתנהגים באופן זהה

מפולג ה להיות משתנה אקראי הנסיעה יכולהזמן תפיסת . בפועלנסיעה ה זמן לביןנהגים ה

סביר שכל נהג יתפוס את זמן הנסיעה בקטע בצורה , במילים אחרות. ית הנהגיםיוסבאוכל

במצב כזה שיווי המשקל למשתמש מוגדר כמצב שבו אף נהג לא מאמין שניתן לשפר זמן . שונה

 יטשיווי משקל סטוכסשיווי המשקל המתקבל הוא .  החלפת מסלוליםהמשוער על ידי נסיעתו

)stochastic user equilibrium SUE(. מודלים בבסיס מודל ההצבה הסטוכסטית נמצאים 

מחקר זה מתמקד במודלים .  כפונקציה של עלויות הנסיעההסתברותיים של בחירת מסלולים

, SUEכמו מחקרים אחרים במודל , יש לציין שמחקר זה. של הצבת שווי משקל סטוכסטית

 שלא תלוי יעד- ין צמדי מוצאהוא מניח ביקוש קבוע ב, כלומר, מתייחס לבעיית הצבה סטטית

  .בזמן לעומת הצבה דינאמית היכן ביקוש תלוי בגורם הזמן

   אוlogit  multinomial  (MNL) מסוג השתמשו במודליםSUEהמודלים הראשונים של 

(MNP)  multinomial probit  מודלים  .סטוכסטיתההעמסה הבתהליך של לבחירת המסלולים

  .שךאלה מפורטים בסקירת הספרות בהמ

 ברשתות ,אולם. ד לפתרון בעית הצבת תנועה סטוכסטיתו מאנפוץ MNLמודל השימוש ב

מבנה , כפי שיפורט בהמשך. טיפוסיות יש מספר גדול של חפיפות קטעים בין מסלולים שונים
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וכתוצאה מכך פתרון , דמיון בין אלטרנטיבות שונותאת הלוקח בחשבון אינו  MNLמודל 

  . מביאה לזרימת תנועה מוטית ברשתות עירוניות טיפוסיותMNL עם מודל SUEבעיית הצבה 

א ניתן לבטא את הסתברויות ל, אולם.  לוקח בחשבון דמיון בין חלופותMNPמבנה מודל 

 קושי בחישוב הסתברויות הבחירה בין אלטרנטיבות השונות ולכן קיים, בחירה בנוסחא סגורה

 דורש שיטות חישוב מתוחכמות וזמן מודלמאחר והאלטרנטיבות לבחירה גדל הכאשר מספר 

  . חישוב ניכר

 יית מודלים חדשים של בחירת מסלולים המיועדים לפתרון של בעפותחו ותאחרונבשנים ה

אך עדין שומרים ,  מצד אחדMNLבעיות של מודל המנסים להתגבר על שסטוכסטית ההצבה ה

מודלים מסוג מודלים אלה הינם תוצרים ממשפחת . שניא סגורה מצד חעל מבנה נוס

Generalized Extreme Value (GEV) :לדוגמא, Paired combinatorial logit (PCL),  

Cross nested logit (CNL). מחקר. השימוש במודלים אלו במסגרת בעיית ההצבה מועט מאוד 

 .SUEבפתרון בעיית העמסה סטוכסטית לפרוצדורה כ CNL יישום פוטנציאלי של מודלב דן זה

  .מתחשב בדמיון בין המסלולים השונים הנו בכך שהפתרון CNL-SUEמעותי של היתרון המש

שלא באמצעות  SUEלא קיימות בספרות דוגמאות לפיתוח אלגוריתמים יעילים לפיתרון בעיות 

  :כמו כן אין עבודות שבוחנות את ההבדלים בתוצאות בין הצבות שונות. MNLמודל 

CNL-SUE ,MNL-SUE וכו '.  

  :  שתי מטרות עיקריותלמחקר זה, לכן

הפיתוח יתמקד בהתאמה . CNL-SUEפיתוח של אלגוריתמים יעילים לפיתרון בעיית  .1

. לבעיה הנתונה )MNL-SUEכגון (של אלגוריתמים שהוכחו כיעילים לבעיות דומות 

 .ייושמו בתוכנית מחשב שתאפשר פתרון של רשתות שונות, האלגוריתמים שיפותחו

באמצעות השימוש בהם לפתרון רשתות דוגמא והשוואה יעילות האלגוריתמים תבחן 

  .לאלגוריתמים קיימים

בחלק .  ובחינת ההבדלים ביניהםMNL-SUE -ו CNL-SUE השוואה של תוצאות הצבה .2

. עשה שימוש באלגוריתמים שיפותחו בעבודה לפיתרון רשתות אמיתיותיזה י

נדרש על מנת חס הן לשוני בפתרון המתקבל והן למאמץ החישוב היההשוואה תתי

 . לפתרון שווי המשקללהגיע

  מבנה העבודה 1.1
 ותת בעיוספרות מתוארהבסקר .  הרלוונטיתספרותה סקירה של של העבודה מציג הבאפרק ה

בחירת ל השונים כן מוצגים מודלים כמו. סטוכסטיתהדטרמיניסטית וה הנסיעותהצבת 

מודלים : SUEת יהמודלים החדשים לבעיו. MNL - וMNP: מסלולים בהעמסה סטוכסטית

  מודלים מסוגו path-size logit (PSL) -ו C-logit כמו MNLמודל מסוג של הרחבת 

generalized extreme value (GEV) כמו PCL ,CNL. מתמטיים של ה ניסוחיםה הסקר כולל גם את
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 שונים אלגוריתמיםו לבחירת המסלוליםמודלים שונים בעית הצבת שיווי משקל המתאימה ל

  .משקלה שיווי ת הצבפתרון בעיתשפותחו ל

ה של האלגוריתם מבוסס על התאמ.  CNL-SUEהצבההאלגוריתם לפיתרון בעיה  מציג 3פרק 

  .  CNL-SUE למודל MNL-SUE שפותח עבור הצבת )Damberg et al  )1996.אלגוריתם של ה

 ולבחון  שנערך על מנת לבחון את יעילות האלגוריתמים שפותחו מציג תיאור של הניסוי4פרק 

  .MNL-SUE לעומת  CNL-SUEאת השוני בפתרון 

  . תוצאות העבודה עבור שלוש רשתות שונותאת  מציג 5פרק 

  .מציג כיוונים להמשךו המחקרתוצאות את הם כ מס6פרק 
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  סקר ספרות .2

 הנסיעותבעיה הצבת  2.1
 : באופן הבאהנסיעותניתן לתאר את בעית הצבת 

  :נתון

  .ים וקטעיםגרף של רשת התחבורה המורכב מצמת .1

פונקציות ביצועי הקטעים שמבטאות את זמן הנסיעה בכל קטע כפונקציה של נפח  .2

 .התנועה בקטע

 יעד-מטריצת ביקושים לנסיעות עבור כל זוג של צמתי מוצא .3

נסיעה בכל אחד מהקטעים של הרשת המתאימים הדרוש למצוא את נפח התנועה וזמן 

 . לעקרון ההצבה

קטעים שמתקבלים מפיתרון בעית הצבת הנסיעות הנם בעלי תנועה וזמני הנסיעה בהנפחי 

נפחי התנועה הם תוצאה של בחירת מסלולי . חשיבות בהערכה של תפקוד רשת התחבורה

  .הנסיעה בין מוצאים ליעדים על ידי הנהגים

מקובלים ההמודלים של שיווי משקל למשתמש הם . קיימים מספר מודלים להצבה תנועה

  . ביותר

בחירת , )1952( Wardrop של) user-equilibrium UE(הצבת שיווי משקל למשתמש לפי עיקרון ה

 הנהגים תתבצע באופן עצמאי לפי האינטרס הפרטי של כל נהג ותלוי בבחירת על ידימסלולים 

 הנהגים בודדים היא על ידיהתוצאה של בחירות אלו .  נהגים אחריםעל ידיהמסלולים 

העיקרון . י מעבר למסלול אחר"יכול לשפר זמן נסיעתו עשהמערכת תסתדר כך שאף נהג אינו 

הזה מתאר גישה דטרמיניסטית של הצבת תנועה ומניח שלנהגים יש אינפורמציה מלאה על 

זמני , המשמעות של העיקרון היא שבכל מסלול שיש בו נסיעות. עלויות נסיעה במסלולים

  . גבוהים יותר לא ייבחרומסלולים עם זמני נסיעה . הנסיעה שווים והם הקצרים ביותר

לנהגים אין מידע במציאות תי מבחינה התנהגותית מכוון שיהמודל הדטרמיניסטי הוא בעי

מלא על זמני הנסיעה ברשת ומאחר ויש גורמים נוספים שמשפיעים על בחירת המסלולים ולא 

 להיותשונים עשויה  משתמשים על ידיתפיסת עלויות וזמני נסיעה , במציאות. רק זמני נסיעה

י נהגים "שהמסלולים שנבחרו עהראה  )Ben-Akiva et al  )1984  שלאמפירימחקר , למשל. שונה

   .הם לא בהכרח הקצרים ביותר ולא בהכרח יש להם אותם זמני נסיעה

  דטרמיניסטית הוצע מודל הצבת שיווי משקל סטוכסטיההצבה מודל החיסרונות של העקב 

) stochastic user equilibrium SUE .(SUE הוא שיווי משקל למשתמש המבוסס על מודל בחירת 

הסתברות הבחירה בכל מסלול ואינו מניח בחירה דטרמיניסטית במסלול את מסלולים שקובע 

התוצאה היא שזמני נסיעה במסלולים אינם שווים וגם במסלולים הארוכים . הקצר ביותר

 מזה במודל בחירת המסלולים שבו המודלים השונים שפותחו נבדלים זה. יותר יש נפחי תנועה

  .נעשה שימוש
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אך בדרך כלל מניחים שהבדל בין , מסלולים של הנהגיםהגורמים רבים משפיעים על בחירת 

  :בחירת מסלולים נובע משני מקורים בסיסיים

  ; של תפיסת הנהג של עלויות נסיעה ברשתתהשתנות אקראי .1

 .תגובה של הנהג לגודש ברשת .2

1991) Thomas( לוא גורמיםנסיעות על בסיס שני הות הצבת פרוצדור את סיווג:  

  סיווג של פרוצדורות הצבה. 1 טבלה
Table 1. A Broad Classification of Assignment Procedures 

  

  סיווג הצבות  מודל עם השפעת גודש  מודל ללא השפעת גודש

A-O-N 
   לא כלוםהצבה הכל או

UE  

  הצבה שיווי משקל

  זמנים דטרמיניסטים

SNL 
  העמסה סטוכסטית

SUE  

הצבה שיווי משקל 

  סטוכסטית

הסתברותיים  זמנים

  ) סטוכסטים(

  בחירת מסלוליםלמודלים  2.2
בחירת המסלולים מבוססת על . בבסיס של הצבת הנסיעות עומד העיקרון של בחירת מסלולים

בהתאם למודלים שונים . לולים הקצרים ביותר עבורםההנחה שנהגים מנסים לבחור את המס

המודל הפשוט ביותר הוא . שמסבירים את בחירת המסלולים מתקבלים פתרונות הצבה שונים

  .דטרמיניסטיהמודל ה

  הצבה דטרמיניסטית 2.2.1

 ) user-equilibrium UE(ההצבת שיווי משקל למשתמש הביטוי המתמטי המשקף את העיקרון 

  :הוא

0

,0)(

≥−

∈∀=−
∗

∗

rsrs

rs
rsrsrs

cc

Kkccf

k

kk
                   (1) 

  :כאשר

rs
k

f- זרימת התנועה במסלול k 

rs
kc -  הנסיעה במסלול ) זמן(עלותk  

rsc∗- הנסיעה מינימלי בין מוצא ) זמן( עלותr ויעד  s 

rsK - קבוצת המסלולים בין מוצא r ויעד  s  

מצב שיווי משקל . נהגים בוחרים מסלולים על סמך הערכת עלויות נסיעה בחלופות שונות

דטרמיניסטי מתקיים על סמך הנחה שלכל הנהגים יש מידע מלא ומדויק לגבי זמני הנסיעה 

  . בכל קטע ברשת
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העדר מידע :  הסיבות לכך יכולות להיות.נהגים שונים עשויים לבחור במסלולים שונים, בפועל

;  )השפעות סטוכסטיות(י הנהגים "מלא על מצב הרשת והערכות שונות של זמני נסיעה ע

   . נוף וכדומה, מצבי לחץ, בטיחות, נוחות: שיקולים והעדפות שונים

  בחירה בדידהשל מודלים  2.2.2

 הנסיעה מבטא את במודלים של הצבה סטוכסטית המרכיב האקראי שהתווסף לפונקצית עלות

ניסוח בעית ההצבה הסטוכסטית מבוסס על . י נהגים"השונות בתפיסת עלות נסיעה ע

  .  שונות בחירה בין אלטרנטיבות תשמתאר) discrete choice theory( של בחירה בדידה תיאוריהה

 של בחירת kUתועלת את הכל נהג מנסה למקסם ,  של מודלים לבחירה בדידהתיאוריהעל פי ה

התועלת בכל מסלול מבוטאת כמשתנה אקראי המורכב .  של מסלוליםKתוך סט מ kמסלול 

  .kξ שגיאה אקראית ומרכיב Vkממרכיב דטרמיניסטי 

 להניח שהמרכיב הדטרמיניסטי של התועלת הוא פונקציה לינארית עבור בחירת מסלולים ניתן

מינימום עלות נסיעה ניתן לפרש מיקסום התועלת כבחירה ב. של עלות הנסיעה) תשלילי(

  :על ידילכן הניסוח המתמטי של פונקצית התועלת נתון . הנתפסת

kkc kkVkU ξθξ +−=+=                            (2) 

  :כאשר

Uk -ל  תועלת של בחירת מסלוk. 

kV -מרכיב דטרמיניסטי.  

kξ -שגיאה אקראית .  

kc - זמן הנסיעה במסלול k .  

θ -י נהגים" תפיסת עלות הנסיעה ע שונות פרמטר פיזור שמשקף את.  

דבר שמשקף שונות , קראי גדול יחסיתהמשקל היחסי של המרכיב הא,  נמוךθכאשר ערך 

המרכיב דטרמיניסטי נעשה , גדל θ - ככל ש. גבוהה בתפיסת זמני הנסיעה אצל הנהגים

לנהגים יש תפיסה יותר , כלומר, דומיננטי ומשקף מצב שבו שונות בתפיסה בין הנהגים נמוכה

  . תר ביונמוכההעלות ה מכך נטיה למסלול עם וכתוצאה, נסיעהזמני המדוייקת של 

 של מסלול זה גבוהה יותר Uk היא ההסתברות שהתועלתkהסתברות הבחירה במסלול מסוים 

  : נתפס כקצר ביותר היאkההסתברות שמסלול , כלומר. תועלת של כל אלטרנטיבה אחרתמה

rs
lkk KlklUUPP ∈≠∀≥= ,)(                 (3) 

 - היא פונקציה הסתברות כך ש Pk פונקצית הבחירה

∑ =

≤≤

1
10

k

k

P
P

                    (4) 
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מובילות למודלים שונים של בחירת , kξהנחות שונות לגבי ההתפלגות של המשתנה האקראי

לים אלו נובעים משתי מוד. MNL-ו MNP: חירה בדידהבלהלן מוצגים מודלים ל. מסלולים

 .שגיאהה איברהנחות שונות לגבי התפלגות 

 MNPמודל  2.2.3

פונקצית הצפיפות המשותפת של , אם נניח שהשגיאה של פונקצית התועלת מתפלגת נורמלית

 מתארת את ההתפלגות של MVNפונקצית . MVN( multivariate normal function(השגיאת היא 

)1....,(וקטור אקראי  kξξξ  µשל ממוצעים ) Kבגודל (י וקטור "ההתפלגות מאופיינת ע. =

  . K*K בגודל ∑ומטריצת קווריאנסים 

 : התפלגות השגיאות נתונה על ידיProbitעבור מודל 

) MVN(0,~ ∑ξ                       (5) 
 :כאשר במקרה של שתי אלטרנטיבות

),( 21 ξξξ =                    (6) 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=∑ 2

212

12
2
1

σσ
σσ

                  (7) 

  : מזוג מסלולים נתונה על ידי1הסתברות הבחירה במסלול 

))(()()()( 212122112211211 ccPccPVVPUUPP −≥−=+−≥+−=+≥+=≥= θξξξθξθξξ      (8) 

)(כאשר 21 ξξ  הנתונה על ,2σ  הוא  משתנה אקראי מפולג נורמלי עם ממוצע אפס ושונות -  −

  :ידי

12
2
2

2
1

2 2σσσσ −+=                   (9) 

  : היא1מכאן שהסתברות הבחירה במסלול 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ=
σ

θ
σ

)( 2121
1

ccVVP               (10) 

).(Φ  - התפלגות סטנדרטית נורמלית מצטברת. 

חישוב הסתברויות הבחירה , הקושי במודל זה הוא שכאשר מספר האלטרנטיבות לבחירה גדול

 .הוא מסובך מתמטית ודורש שיטות חישוב מתוחכמות וזמן חישוב ניכר MNPלפי מודל 

 MNLמודל  2.2.4

ת השונות על פי ישנו קושי חישובי במציאת הסתברויות הבחירה בין האלטרנטיבו, כאמור

 במודל בחירה ישנו לכן צורך. בגלל הצורך בפתרון של אינטגרל מרובה מסדר גבוה MNPמודל 

נוסח  MNLמודל . הוא מודל כזה MNLמודל . אך סביר יותר מבחינה חישובית MNP - הדומה ל

תחת הנחה שהשגיאות  MNPניתן לגזור את המודל בדומה למודל . )Luce)1959 י "לראשונה ע

  . Gumbel לפי פילוג בלתי תלויפלגות בצורה זהה ובאופן מת

 :י"במיקרה הכללי הסתברות הבחירה נתונה ע
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Kk
e

e

e

eP K

l

l

k

K

l

lV

kV

k
c

c

∈∀==

∑∑
=

−

−

=

,

11

 

 

θ

θ

              (11) 

Ben-Akiva and Lerman )1985(  דנים בתכונה חשובה של פונקציהMNL –   

 independence of irrelevant alternatives )IIA( .תכונת ה-IIA קובעת ששיעור הסתברויות בחירה 

  : אלטרנטיבות אחרות שלתועלותה על ידיבין שתי אלטרנטיבות כלשהן לא מושפע 

lV

kV

l

k

e
e

P
P

=                      (12) 

בהקשר . ם הן בלתי תלויותמניח שהאלטרנטיבות מהן נעשתה בחירת המסלולי MNL - מודל ה

של בחירת מסלולים פרוש הדבר הוא שקיום קטעים משותפים בין מסלולים אינו משפיע על 

הציגו דוגמא פשוטה  )Daganzo and Sheffi )1977. הנחה זו אינה סבירה. הסתברות הבחירה

 3יעד יחיד עם -הדוגמא מתייחסת לרשת המורכבת ממוצא. שמבהירה את הקושי במצב זה

 :סלוליםמ

   שני מסלולים מותאמים.1 ציור
Figure 1. Two Correlated Routes 

  

 

 

קיימים שלושה מסלולים נפרדים ברשת , x=1כאשר . עלות הנסיעה בכל מסלול שווה ליחידה

שני המסלולים העליונים נעשים , קטן x -ככל ש. 1/3והסתברות הבחירה בכל מסלול שווה 

שני מסלולים העליונים הופכים למעשה למסלול , אפסל שואף xכאשר . דומים יותר אחד לשני

 עבור 1/2- אמורה להיות שווה ליםהסתברות בחירת המסלול, אינטואיטיבית, במצב זה. יחיד

מבלי )  לכל מסלול1/3(ות קובעת אותן הסתברוי MNL מודל, אולם. כל אחד משני מסלולים

 . xלהתחשב בערך 

אלא , מסלוליםהרגישות שלו לעלויות -ים לינאריים היא איפרמטרעם  MNLבעיה אחרת של 

  . להלן ציור המאייר החיסרון הזה.רק להפרש בעלויות

  מסלול  קצר וארוך. 2 ציור
Figure 2. Short pass and long pass 
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עלות .  הן עלויות הקטעים הקצר והארוך בהתאמהy -  וB .x- וA שני מסלולים בין קיימים

 מחשבת את הסתברות MNLפונקציה .  יחידות20החלק המשותף לשני המסלולים היא 

הסתברות בחירה תהיה , באיור למעלה, לכן. הבחירה רק על סמך ההפרש בין עלויות נסיעה

,  יהיו נמוכיםy - וxסביר להניח שאם הערכים המוחלטים של . y -  וxבהפרש בין תלויה רק 

אם הערכים המוחלטים יהיו , לעומת זאת. המסלולים יהיו דומים יחסית,  יחידות10 -  ו5נניח 

בשני המיקרים הסתברויות . המסלולים יהיו שונים מאוד, יחידות 110 -  ו105נניח , גבוהים

  .   זהותMNLדל הבחירה במסלול לפי מו

2.2.5 C-logit 

 MNL פותחו הרחבות שונות למודל ,MNL-על מנת להתגבר על הבעיות שתוארו של מודל ה

כוונה להתייחס לחפיפות בין המסלולים ובו זמנית לשמור על הנוחות האנליטית של מתוך 

  .המודל

Cascetta et al )1996(  הציגו את מודלC-logit  :  

∑
∈

−

−
=

rsKl
lCFlV

e

kCFkV
e

kP                (13) 

 שמודד את דרגת הדימיון kשל מסלול ) commonality factor( הוא גורם השותפות CFkכאשר 

אלטרנטיבות שיש " מעניש"גורם זה . יעד-בין המסלול לבין מסלולים אחרים עבור אותו מוצא

 הציעו את הביטוי הבא עבור )Cascetta et al )1996.  אלטרנטיבות אחרותעםלהן חפיפה גבוהה 

CFk:  

γ

β ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

l lk

kl
k LL

LCF 2/12/1ln                   (14) 

  : כאשר

Lkl   - אורך הקטעים המשותפים למסלולים kו - l, 

Lk, Ll  - אורכי המסלולים kו - l,  

β ,γ  -פרמטרים לכיול .  

2.2.6 Path-size logit) PSL( 

Ben-Akiva and Bierlaire )1999(  הציעו מודל אחר - PSL – שגם הוא שינוי של מודל MNL . מודל

 עבור כל מסלול ).alternatives elemental(פותח מתוך העיקרון של אלטרנטיבות פשוטות  PSL - ה

  .שמבטא את מידת העצמאות של המסלול לעומת מסלולים אחרים" גודל"מחושב 

  :  נתון על ידיPSL-מודל ה
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∑
∈

+

+
=

rsKl

l

k

Ve

Ve
kP

l

k

S ln

S ln
               (15) 

  :כאשר

Sk  - גודל של מסלול k. 
הלוגריתם של גודל המסלול . למסלול שאינו חופף כלל למסלולים אחרים יש גודל של יחידה

  .נוסף לתועלת המסלול

 אחד לכל, של מסלול אחד" שיכפול"י "במיקרה הקיצוני שבו שני מסלולים נוצרים ע

שבים על בסיס אורכים של מחוגדלים של המסלולים ה. ממסלולים כאלה יש גודל של חצי

מסלולים העוברים דרך כל האורכים של ל וביחסמסלול ה השונים המרכיבים אתהקטעים 

       Ben-Akivaלמשל . בחירההמסלולים ל של סט הגדרהמסלול תלוי בהחישוב גודל , כןל. הקטע

  :סוחהציע את הני(1998)

∑∑
∈

Γ∈

=

rs

k
Kj

mjm k

m
k L

lS
δ

1                (16) 

  :כאשר

Lk - אורך של מסלול k, 

ml– אורך של קטע m,  

kΓ- סט קטעים במסלול k, 

mjδ- אם מסלול 1 שווה j משתמש בקטע mאחרת– 0- ו ,  

Krs - סט של מסלולים עבור זוג rs של OD.  

 (2001) Ramming הציע תיקון לביטוי לעיל בהתייחסות לתרומות שונות של אורך הקטע

  .במסלולים עם אורכים שונים

∑
∑

∈

Γ∈

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

rs

k

Kj
mj

j

k
m k

m
k

L
LL

lS

δ
γ

1
 

            (17) 

 . הוא פרמטר לאמידהγכאשר 

המשמעות של גורם התיקון , אולם.  יש מבנים מאוד דומיםPSL -  וC-logit: ני המודליםלש

)correction factor( למודל MNL שותפות ה גורם .שונה)commonality factor ( תמיד גדול או שווה

גודל של מסלול . הוא מציין שתועלת של מסלול קטנה בגלל דמיון למסלולים אחרים. ליחידה

  ".מלאה" שווה ליחידה ומציין חלק המסלול שנכלל כאלטרנטיבה תמיד קטן או
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 )GEV) Generalized extreme valueמודלים מסוג  2.2.7

לפי תאוריה זו ניתן להגדיר . McFadden (1978) של GEV-מודלים אלה נגזרים מתיאורית ה

ות של דוגמא.  מתאימה ולקבל מודלים נוספים של בחירה)(generator functionפונקציה יוצרת 

  .Vovsha (1997) של CNLומודל Chu   (1989) של PCLמודלים כאלה הם מודל 

),,...,( )generator function( נוצר על ידי פונקציה יוצרת GEVמודל ממשפחת  21 nyyyG שעונה 

  :על התנאים

1. (...) G  שלילילאהוא .  

2. (...) G  עם דרגת הומוגניהוא µ. 

3.  ∞=
∞→

(...)lim G
ky

 .kעבור כל 

 הוא לא l yk’sשל  ביחס לקומבינציה כלשהיG (...)של  ית-l- החלקיתהנגזרת ה .4

 . הוא זוגיl הוא אי זוגי ולא חיובי אם lשלילי אם 

  :פונקצית ההסתברות לבחירת אלטרנטיבות נתונה על ידי, כאשר כל התנאים מתקיימים

),...,,(

),...,,(

)(
21

21)(

n

k

n

yyyG
y

yyyGe
kP

kV

µ
∂

∂

=                  (18) 

כאשר
)( kV

eyk = .  

  PCL  (Paired Combinatorial Logit)מודל  2.2.8

ולאחר מכאן פותח Chu  (1989) על ידי המודל הוצע לראשונה . GEV שייך למשפחת PCLמודל 

  Prashker and Bekhorעל ידי והותאם למודל בחירת מסלולים Koppelman and Wen (1997)י "ע

  : הפונקציה היוצרת של מודל זה מוגדרת על ידי.(1998)

∑ ∑
−

=

−

+=

−−
+−=

1

1

1

1

1
1

1
1

21 ))(1(),,,(
n

k

kj
n

kj

kj
j

kj
kkjn yyyyyG

σσσ
σ               (19) 

  : נתונה על ידיkהסתברות הבחירה במסלול 

∑ ∑

∑
−

= +=

−−−

≠

−−−−

+−

+−
=

1

1 1

111

111

))(1(

))(1(
)(

n

l

n

lm

lmlm
mV

lm
lV

lm

kj

kjkj

jV

kj
kV

kj
kj

kV

ee

eee
kP

σσσ

σσσσ

σ

σ
                (20) 

  . j -ו k י אלטרנטיבות תמתאם בין שה הוא אינדקס kjσכאשר 

קיימים
2

1−nn של מסלולים עבור סט של יםזוגות שונ n כאשר .מסלוליםkjσ שווה לאפס עבור

  . MNL  הופך למודל PCLמודל  ,j- וkכל הזוגות של 
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אם שהוא בלתי תלוי במתאם בין זוגות אחרים לכל זוג אלטרנטיבות יש קשר מת, PCLבמודל 

כל זוג לכיוון ש, המאפיין הזה רצוי מאוד בהקשר של בחירת מסלולים. של אלטרנטיבות

   . מסלולים  יכול להיות מתאם שונה

  :  של הרשתטופולוגיה לPCLניתן לייחס את אינדקס המתאם במודל 

γ

σ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= 5.0)( jk

kj
kj

LL

L
                   (21) 

  . הוא פרמטר לכיולj  . γ-  וk הוא אורך של החלק המשותף למסלולים kjLכאשר 

 . אפס לאחדשבין ערכים לביטוי זה מגביל את אינדקס הדמיון , γ=1עבור 

 ור מבוסס עלהצי.  עבור רשת פשוטהPCLמתאר את עץ הייצוג של מודל  3 ציור

(1999) Bekhor .ככל ש- kjσהקטעים המשותפים בהם (המסלולים דומים יותר , 1- קרוב יותר ל

  ).משמעותיים יותר

  PCL אפקט חפיפות במודל .3 ציור
Figure 3. Overlapping effect in PCL model 

 

  

היות ואין קטעים משותפים  .מציג את חישוב אינדקס הדמיון בין המסלולים השונים 3ור  צי

בין . אינדקס הדמיון במיקרים האלה יהיה שווה לאפס, 3-  ו1 ובין מסלולים 2- ו1בין מסלולים 

    : יש קטע משותף ועל כן אינדקס הדמיון נתון על ידי3- ו2מסלולים 

5.023
)))((( DBCB

B
++

=σ                (22) 



 

 16

  Cross-Nested Logit (CNL)מודל  2.2.9

המודל הוא עוד מיקרה פרטי במשפחת . Vovsha  (1997)י "הוצג ע Cross-Nested Logitמודל 

GEV . 

  : היאCNLהפונקציה היוצרת עבור מודל 

µ

α∑ ∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

m k
kmkn yyyyG ),,,( 21                (23) 

  :כאשר

m –קנים   

µ  -10,  דרגת קינון ≤≤ µ  

mkα-10,  מקדמי הכללה המקצים אלטרנטיבות לקנים ≤≤ mkα  . 

  :מקדמי ההכללה נדרשים לקיים את תנאי הנירמול

1=∑
m

mkα                     (24) 

  :  נתונה על ידיk) מסלול(סתברות הבחירה באלטרנטיבה  )18(בנוסחה ) 23(של על ידי הצבה 

∑ ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

=

∑
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑+

∑
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑+

j m l
lVemjmjjV

m l
lVemlmkkV

kP
1

)(lnexp

1
)(lnexp

)(
µ

αα

µ
αα
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  :)Bekhor 1999  ראהטלפיתוח מפור (- את הביטוי להסתברות הבחירה ניתן לכתוב מחדש כ

∑=
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mkPmPkP )()()(                  (26) 

  : נתונה על ידיm ייבחר בקן המוגדר על ידי קטע kההסתברות המותנית שמסלול 
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 :ייבחר נתונה על ידי mההסתברות השולית שקן 
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 kV - של המסלול  הסיסטמיתהתועלת:  בשני גורמיםההסתברות הבחירה של מסלול תלוי

.  דרגת הקינוןמבטא את µהמקדם .  שקשור לקטעים שיוצרים מסלולmkαומקדם הכללה 
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המודל הופך , µ→0, הככל שדרגת הקינון גדל. MNL - ודל זהה להמ,  שווה ליחידהµכאשר 

  ).מסלול(תחתונה הודטרמיניסטי ברמה ) קטע(עליונה הלהסתברותי ברמה 

מספר הקטעים בכל (הוא גדול מאוד  mkαהמספר של המקדמים , יםבבעית בחירת המסלול

  .  לאמוד את כולם יחד עם יתר הפרמטרים של המודל מעשיתולכן בלתי אפשרי). המסלולים

 (1998) Prashker and Bekhorהציעו להגדיר את מקדמי ההכללה לקטעים השונים במסלול 

 :את מקדמי ההכללה על ידיניתן לתאר Cascetta et al  (1996) על בסיס עבודה של. באופן חיצוני

mk
k

m
mk L

L δα =                                                             (29) 

  :כאשר

Lm -אורך הקטע ,  

 Lk-אורך המסלול ,  

mk δ  -אם קטע 1-  שווה ל m מסלולל שייך  kאחרת0- ול ,  

אם נניח שמקדם . ה של הרשתתלוי רק בטופולוגי) 29(מקדם ההכללה המוגדר במשוואה 

 יהיה גם mkαאז , )במקום אורכים של הקטעים(,  לעלויות הקטעיםפרופורציונליההכללה 

אולם הנחה הזו מובילה לניסוח בעיה מסובך יותר לא רק עבור . תלוי בנפחי התנועה ברשת

  . אלא גם עבור בעית שיווי המשקל, פונקצית בחירת המסלולים

). קטעים(יהיו שייכים ליותר מקן אחד ) מסלולים( מאפשר שאלטרנטיבות CNL-דל המו

 הוא NLמודל . mkαי מקדמי ההכללה "ההשתיכות של כל מסלול לקינים השונים מתואר ע

ייך אלטרנטיבה תשת, במקרה זה. 0 או 1 הם mkα שבו מקדמי ההכללה CNLמיקרה פרטי של 

 .NLרק לקן אחד כמו במודל 

  . המודלים השונים מייצרים את החפיפה בין המסלולים ברשת פשוטהמראה כיצד 4ציור 

למסלולים  . y - וxארבעה מסלולים בין   קיימים.הציור מראה רשת פשוטה עם חמישה קטעים

, אולם.  כל מסלול שייך רק לקן אחד בדוגמה פשוטה הזוNLבמודל . B יש קטע משותף 3- ו2

מבנה העץ , כאשר יש מספר גדול יותר של קטעים משותפים למסלולים שונים, לרשתות גדולות

הייצוג של העץ צריך ,  כל מסלול שייך רק לקן אחדNLהיות שבמודל . נעשה מורכב יותר

 לא מסוגל לפתור NLמודל , לכן. קטעים משותפים על מנת ליצור מסלולים שונים" לשכפל"

  .ה בין מסלולים באופן יעיל החפיפתאת בעי
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  ) 1999Bekhor: מקור (CNL- וMNL ,NLאפקט חפיפות במודלים . 4 ציור

Figure 4. Overlapping effect in MNL, NL and CNL models (Source: Bekhor 1999) 

  

 

 כל הקטעים מקובצים ברמה עליונה של העץ וכך . בשני הבטיםNL -  שונה מCNLעץ הייצוג של 

בנוסף . מבנה העץ נשמר רק עם שתי רמות, בדרך זו. שכל קטע יכול להשתייך למסלולים שונים

 שייך 2למשל מסלול (מסלול מסויים יכול להשתייך ליותר מקן אחד . קיימים מקדמי ההכללה

אם בדוגמה הזו . לול בין הקיניםשל המס" פיצול"-ומקדמי ההכללה מייצגים את ה) C- וBלקן 

   :)29(נוסחא מקדמי ההכללה מחושבים לפי 

1
2

2

2
22 ==

+
=+

L
L

L
LL CB

CB αα               (30) 

  . מתקיים))24(נוסחא (תנאי הנירמול 

המתאים עץ המכוון שמבנה  NLיתן לבנות עץ ייצוג עבור מודל  רשת נמראה שלא לכל 5ציור 

  . מניח שכל אלטרנטיבה יכולה להשתייך רק לקן אחדלמודל

CNL 0 כאשר→µ 

ככל שדרגת . MNL - המודל הופך ל,  שווה ליחידהµכאשר .  מציין את דרגת הקינוןµהמקדם 

ודטרמיניסטי ברמה ) קטע(ודל הופך להסתברותי ברמה עליונה כך המ, µ→0 ,הקינון גדל

  :בצורה הבאה) 18( GEV ניתן לכתוב מחדש את מודל  ).מסלול(תחתונה 

∑
+

+

=

j

jGjV

kGkV

e

ekP )(ln

)(ln
)( …

…
                 (31) 
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 CNL- וNL אפקט חפיפות במודלים .5 ציור
Figure 5. Overlapping effect in NL and CNL models 

  

  

 

k מציין Gkכאשר 
G

∂
 שבו התועלות של אלטרנטיבות הן MNLמשוואה זו דומה למודל . ∂

 .רנטיבות האחרותאלא גם של תכונות האלט, )Vk(פונקציות לא רק תכונות שלהן 

 (1977) Williamsכנה את הביטוי הלוגריתמי כעלות המורכבת של אלטרנטיבות. 

  :הגדרה זו מאפשרת לבטא את ההסתברות השולית לבחירה של קן
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  :mן  הוא מרכיב העלות של ק~mcכאשר 
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מכאן שהערך המקסימלי של   . הביטוי אקספוננטה נוטה לאינסוף ,µ→0כאשר 

)(ln kmk c−α עבור מסלול נתון kלכן ניתן להחליף .  יהיה יותר גדול מאשר למסלולים אחרים

  :ת ביטוי הסכום לערך מקסימליא

)(lnmax)ln(ln  lim
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  : במצב זה היאµ→0ההסתברות השולית לבחירת קן כאשר
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∑
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k(b)cmk(b)

k(m)cmk(m)

e

e P(m)= α

α

µ ln
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0
lim                   (35) 

 ההסתברות .m ביותר מבין המסלולים העוברים דרך קטע הוא המסלול הטוב k(m)כאשר 

  :נתון על ידי m המשייך לקן המוגדר על ידי קטע kהמותנית לבחירת מסלול 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ∈

→
,0            אחרת

 R(m)k    ,
R(m)

1
=m)|P(k lim

0µ
                 (36) 

  . מספר המסלולים שהם שווים והקצרים ביותר-  R(m)כאשר 

ניתן . מסלולים שווים וקצרים ביותר ברשת מציאותית קטנה מאודההסתברות לקבל מספר 

ולכן הסתברות בחירת מסלול שווה להסתברות השולית של , להזניח את ההסתברות המותנית

 .בחירת קן שהמסלול הוא הקצר ביותר בו

מיקרה קיצוני זה יכול להתאים לבחירת מסלולים היות שמסלולים חופפים ייתפסו כמסלול 

  ). MNL-בדומה ל(לולים אחרים יתפלגו רק לפי עלויות מסלולים בודד ומס

  שיווי משקל למשתמש 2.3
 את מצב שיווי המשקל של בעיות אופטימיזציה שפתרונן מתארמטיים תקיימים ניסוחים מ

 את מודל בחירת  מגדירה2 טבלה .המתקבל עבור מודלים שונים של בחירת מסלולים

 . משים בוהמסלולים ושיווי המשקל המתקבל כשמשת

ניסוחי מטמתיים של מצב שיווי משקל למשתמש עבור מודלי בחירת מסלולים . 2 טבלה
  שונים

Table 2. Formulations of UE for Route Choice Models 

  

 ניסוח מתמטי של בעית שיווי משקל למשתמש  מודל בחירת מסלולים

  :ידטרמיניסט
  Beckmann et al. (1956)  מסלול הקצר ביותר

  :סטוכסטי
MNL-SUE 

Daganzo and Sheffi (1977)  

  

  שיווי משקל דטרמיניסטי 2.3.1

 הוצע ניסוח מתמטי של בעיית שיווי משקל שמקיימת את Beckmann et al (1956)בעבודה של 

 : Wardrop (1952)העיקרון הראשון של

( )
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  :כאשר

mx- נפח התנועה בקטע   m.  

 mt -   זמן נסיעה בקטעm. 

f k
rs -  נפח התנועה במסלול k  בין הצמד מוצאr ויעד s. 

rsq- צמד מוצא כ הביקוש לנסיעות בין ה"סהr ויעד s. 

rsK - סט המסלולים עם נפח תנועה חיובי בין הצמד מוצאr ויעד s. 

לכן יש להגדיר את  הקשר בין נפח . ברשתות תחבורה מסלולים מורכבים מהקטעים בודדים

התנועה במסלולים ובקטעים ואת היחס בין זמני נסיעה בקטעים שמרכיבים מסלול וזמני 

. הזרימה בקטע שווה לסכום של זרימות המסלולים העוברים דרך הקטע. עה במסלוליםהנסי

  : נסיעה בקטעים שמרכיבים את המסלולה סכום זמני על ידיזמן נסיעה במסלול מתקבל 

∑∑=
rs k

rs
mk

rs
km fx δ                  (38) 

rs
mk

m
m

rs
k tc δ∑=                  (39) 

  :כאשר

rs
kc- זמן נסיעה במסלול k בין הצמד מוצא r ויעד s .  

rs
mkδ - קבוע בוליאני שמצביע על שייכות הקטע m למסלול k .כאשר קטע 1-שווה ל m נמצא 

 . אחרת0- ושווה לs ויעד r בין הצמד מוצא  kבמסלול 

מקובל להניח ). פונקצית עכבה (בכל קטענסיעה הנוסף יש לקבוע קשר בין נפח התנועה וזמני ב

שזמן הנסיעה וכי פונקצית העכבה היא פונקציה לא לינארית מונוטונית עולה של נפח התנועה 

  :הביטוי המתמטי של תנאים אלה הוא. בקטע מסוים תלוי אך ורק בנפח התנועה באותו קטע
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י פונקציה "נתון ע) 37(של ניסוח ) first-order conditions) (קיום פיתרון(תנאי הסדר הראשון 

  :כלהלן) Lagrange(' לגרנג
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  . ' הוא כופל לגרנגλכאשר 

  : היאf ביחס לזרימה Lהנגזרת החלקית של 
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  :בנקודת האופטימום מתקיים
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  :הנגזרת החלקית לביטוי הכללי לעיל מתקבל הביטוי הבאאם נציב את ביטוי 

f c
c

k
rs

k
rs rs

k
rs rs

( )*

*

− =

− ≥

λ

λ

0
0

                 (44) 

אז עלות הנסיעה במסלול ,  חיוביkמשמעות של תנאים אלה היא שאם נפח התנועה במסלול ה

אם . λולה או שווה לכופל אז עלות הנסיעה במסלול גד, kאם אין נפח במסלול . λשווה לכופל 

אזי מערכת נמצאת , עלויות נסיעה בכל המסלולים שוים ונפחים בעלויות האלה לא שליליים

 נפח שבהםנסיעה בכל המסלולים ה במצב שיווי משקל עלויות ,ולהיפך. במצב שיווי משקל

  .Wardrop (1952)תנאים אלה זהים לעיקרון הראשון של .  שוויםכלשהו

  כסטישיווי משקל סטו 2.3.2

 אף נהג לא SUE-ב. Daganzo and Sheffi (1977)על ידי המושג של שיווי משקל סטוכסטי הוגדר 

הגדרת זו נובעת . צדדית של מסלולים-י החלפת חד"יכול לשפר את הזמן הנתפס של נסיעתו ע

מפירוש של הסתברות בחירה במסלול כהסתברות שזמן הנסיעה הנתפס במסלול הנבחר הוא 

  :על ידיהניסוח מתמטי נתון . מכל המסלולים בין המוצא ליעדהנמוך ביותר 

srkqPf rsrs
k

rs
k ,, ∀=                 (45) 

rsכאשר
kP היא הסתברות הבחירה במסלול k  ביןrו - s ,כך ש: 

) ,Pr( rs
rs
l

rs
k

rs
k KklCCP ∈≠∀≤=               (46) 

rsכאשר
kC הוא משתנה אקראי שמבטא את זמן הנסיעה הנתפס במסלול k  בין rו - s . 

 :בנוסף תנאים האלה צריכים להתקיים

axtt mmm ∀=   )(                 (47) 
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srktC
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  כאשר

 

mfx rs
mk

rs k

rs
km ∀= ∑∑ ,δ                (50) 

זמני הנסיעה הנמדדים בכל המסלולים שבהם נעשה שימוש לא ) SUE(בשיווי משקל סטוכסטי 

  .תתקיים) 45(משוואה שעליהם להיות כך  ,במקום זאת. להיות שוויםחייבים 



 

 23

Sheffi and Powell  (1982)ניסחו את בעית שיווי המשקל הסטוכסטי כבעית תכנות מתמטית .

ניסוח זה הוא כללי ומאפשר פתרון שיווי משקל עבור קשת רחבה של מודלים לבחירת 

   :יםמסלול

wwtSqtxZMin
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x
rs

rs

rs
m

m
m

m

∂−−= ∑ ∫∑∑ )(  
0

             (51)

 

  כאשר

 rsS הואsatisfaction functionהמוגדרת על ידי :  

[ ]S E C crs

k k
rs= min{ } ( )x

               
(52)

 
היא פונקצית תכונה חשובה של פונקציה זו היא שהנגזרת שלה ביחס לעלויות המסלולים 

  :הסתברות
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Sheffi  (1985)ות מסדר ראשון סהראה באמצעות תנאי ההתכנ)KKT ( שפתרון בעית
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  :איחוד הביטוים האלה נותן את הביטוי
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נקודת (הגרדיאנט יכול להיות שווה לאפס  , שפונקצית עלות הקטעים מונוטונית עולהבהנחה 

 :רק אם) אופטימום

rs
mk

rs k

rs
k

rs
m Pqx δ∑∑=

                           
(58)   

 : ביטוי זה שקול במונחים של נפחים במסלולים לביטוי
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(59) 

 הוא כזה שמקיים את תנאי שיווי משקל הסטוכסטי )51 (מכאן שפתרון בעית האופטימיזציה

ניתן להוכיח גם שהפתרון הוא יחיד ברמת הקטעים עבור . עבור פונקצית הסתברות מסוימת

  .)Sheffi 1985( ת לבחירת מסלוליםמגוון רחב של פונקציות הסתברו
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  MNL-SUEניסוח מתמטי של  2.3.3

 שהוצג MNLמלבד הניסוח כבעית אופטימיזציה של שיווי משקל סטוכסטי שמתאימה למודל 

ניסוח זה ספציפי לפונקציה . Fisk (1980)קיים ניסוח נוסף של , Sheffi and Powell (1982)י "ע

 כוללת מרכיב אחד שמתייחס לאפקט Fisk של בעיית האופטימיזציה. MNLבחירת מסלולים 

  :ומרכיב שני שמתיחס לאפקט הסטוכסטי, גודש
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  :כאשר

mx- עומס התנועה בקטע m.  

mt -   זמן נסיעה בקטעm. 

f k
rs -  זרימה במסלול k  בין הצמד מוצאr ויעד s. 

 rsq -  כ הביקוש בין הצמד מוצא "סהr ויעד s. 

 θ   -  פרמטר פיזור.  

0ln =kk ff עבורf k = 0  

 האופטימלי של בעיה זו מתאימה למצב הפתרוןעל מנת להראות ש'  לגרנגתנשתמש בפונקצי

MNL-SUE:  
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  :נקבל את הפיתרון, 0-  את הנגזרת הראשונה להאם נשוו
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  : כדי לקבלkעבור כל המסלולים ) 65(נחבר את הביטוי  
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  :והביטוי להסתברות לבחירת מסלולים המתקבל הוא
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 .MNLביטוי זה הוא פונקצית 

(1980) Fisk בקטעים הן מונוטונית העכבהפונקציות . הראה את תנאי היחידות של הפיתרון 

על מנת להראות  Evans (1974)  השתמש בתוצאות שלconvex .(Fisk( הוא קמור  Z1 לכןעולות ו

על מנת שמסלולים עם , פרמטר הפיזור חייב להיות חיובי. θ > 0גם הוא קמור עבור  Z2 - ש

  .  יהיו פחות אטרקטיביים ממסלולים עם עלויות נמוכותעלויות גבוהות יותר

  PCL-SUEניסוח מתמטי של  2.3.4

 Bekhor (1999) י" הוצג עFisk שדומה לניסוח של PCLהפיתוח של הניסוח מתמטי של מודל 

 :ונתון על ידי
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   :כאשר
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kjkf   .s - וrבין  ) kjשל זוג מסלולים  (k זרימה במסלול - )(
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kjβ -מוגדר כ,  מידה של אינדקס דימיון- σβ −= 1. 

, ראשית: MNL-SUE עבור Fiskמתמטי הזה והביטוי של היש שני הבדלים עיקריים בין הניסוח 

. בחירהה של שמבטא את הרמה הנוספת Z3 וי נוסףביט, תשני. כולל מדד דימיוןZ2  הביטוי

rsזרימה במסלולים המשתני 
kjkf הם מייצגים . Fisk יותר מורכבים ממשתני זרימה בביטוי של )(

  . k,jמזוג מסויים של מסלולים שנובע  kזרימה במסלול ה חלקאת 

 σדימיון הכלומר אינדקס , ולים כאשר אין דימיון בין המסלFiskהביטוי לעיל הופך לביטוי של 

ניתן להראות שהפתרון המתקבל מתאים , MNL-SUE - בדומה ל. 1- שווה לβ או 0-שווה ל

  על ידי יצירת באמצעות תנאי ההתכנסות מסדר ראשוןPCLלמצב שיווי משקל לפי מודל 

 תהגזיר, )לצורך הפשטות) מוצא ויעד (s - וrנזניח את האינדקסים  (Lagrangianפונקציה 

 : 0- הנגזרות החלקיות לוהשוואת 
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  : המשוואה תהיהk -  שונה מjלמסלול אחר 
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 :נותן) 70(  - ל)69 (חילוק משוואות
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 :k,j מזוג מסלולים k כהסתברות מותנית של בחירה מסלול logitקיבלנו מודל בינארי 
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  :β ת ומעלים בחזק)70(  -   ו)69(משוואות את  כאשר מחברים תקבלתמותנית מההסתברות ה
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  :  נותןm,l (m<l( עבור כל הזוגות של זהוי  ביטסכימה של
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  :m,l בין כל הזוגות k,j מקבלים הסתברות שולית של בחירה זוג )74 (-  ל)73(אם לחלק 
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גם כאן הפתרון המתקבל הוא . PCLההסתברויות השולית והמותנית מתאימות אכן למודל 

 .במונחים של נפחי תנועה במסלולים, יחיד

 CNL-SUEניסוח מתמטי של  2.3.5

 י" הוצג עFiskח של  הדומה לניסוCNL-SUEהפיתוח של הניסוח מתמטי של מודל 

(1999) Bekhorונתון על ידי  :  
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  :כאשר

rs
mkf - זרימה במסלול   k של קטע m בין הצמד מוצא r ויעד s.  

mt -   עלות בקטעm. 

rsq - כ הביקוש בין הצמד מוצא "סהr ויעד s. 

 θ  - פרמטר פיזור .  

rs
mkα -   במסלול מקדם הכללהk של קטע m  בין הצמד מוצאr ויעד s.  

µ  -מקדם של קינון .  
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0=rs
mkf or 0=  rs

mkα for ( ) 0ln /1 =µα rs
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ff  

התוספת של : Fiskוהביטוי של ) 76 ( שני הבדלים בין ביטויםישנ PCL-SUEה של כמו במקר

 כך שיכלול את מקדמי Z2  ביטוי המציין את רמה הבחירה הגבוהה יותר ושינוי של Z3ביטוי 

 . ההכללה

  .MNL הופך למודל CNL ובמיקרה הזה Fiskהניסוח לעיל הופך לניסוח של , µ=1כאשר 

ניצור את . גם כאן ניתן להיעזר בתנאי סדר ראשון על מנת לאפיין את הפתרון האופטימלי

 ).   לצורך הפשטותs - וrבהזנחת אינדקסים  (Lagrangian -פונקציה ה
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 .θ - ונכפול ב0- לנשווה את הנגזרת חלקית
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ומעלים שני צדדים בחזקת 
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 :מת כל המסלולים בביטוי הקודם נקבליעל ידי סכ
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 :µדים בחזקה  שני צדהעלאת
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 :מה של כל הקטעים נקבליעל ידי סכ
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 :ונקבל) 87( -  ל)86(בסוף ניתן לחלק 
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י "הסתברות מותנית נקבל ע. m מתאים להסתברות שולית של בחירה קטע מתקבלביטוי שה

 .)85 (-   ל)84 (חילוק
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 :m נבחר בקטע kקיבלנו הסתברות מותנית שמסלול 

( )
( )∑∑ −

−

==

k
mk

mk

k
mk

mk

kc

kc

e

e
f

fmkP µθ

µθ

µ

µ

α

α
/

/

/1

/1

)(               (90) 

  .mkfהפתרון המתקבל הוא יחיד ברמת הנפחים במסלולים 

לא ניתן להראות את זה בצורה . µ=1- במיקרה שMNL- הופך לCNL-SUEנראה שניסוח בעית 

  .י חישוב הסתברות"אלא ע, )76 (ישירה עבור ניסוח הבעיה
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∑=1 והצבת )92 (אחרי סידור מחדש של הביטוי
m

mkαמקבלים : 
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 .MNLלמודל הביטוי זה מתאים 

   סטוכסטית אלגוריתמים לפיתרון בעיה הצבת תנועה 2.4
ניתן לפתור את בעית הצבה שיווי משקל סטוכסטית במונחים של נפחים בקטעים או במונחים 

רוב האלגוריתמים לפיתרון הבעיה שהוצעו בסיפרות מבוססים על . של נפחים במסלולים

  .   פתרון ברמה של נפחים בקטעים

 פיתרונות המבוססים על קטעים הוא בכך שאין צורך בהגדרת של סט היתרון החשוב של

במקום להגדיר במפורש . המסלולים לבחירה ולפיכך ניתן ליישם אותם בקלות לרשתות גדולות

פיתרונות המבוססים על קטעים מניחים בעקיפין סט בחירה כללי כגון , את סט המסלולים

  מעגליים ולא מעגליים םאו מסלולי )Maher, 1998(שימוש בכל המסלולים יעילים 

 )1995 ,Bell, 1996 , Akamatsu(. נכונות של הפיתרון מבוססת על סטים של מסלולים האלהה .

ברור שקשה להצדיק . התנהגותיהמסלולים אלה יכולים להיות לא מציאותיים מההיבט , אבל

ת לא מציאותיים אך גם מסלולים יעילים עלולים להיו, מעגלייםהנחה שיש ליישם מסלולים 

  .כגון מסלולים הכוללים יציאה וכניסה לכביש מהיר שוב ושוב

שיטות . ניסוחים המבוססים על מסלולים מאפשרים הגדרה גמישה יותר של סט הבחירה

שפותחו בשנים האחרונות מקלים על השימוש בגישה המבוססת , חדשות של יצירת סט בחירה

  .על מסלולים

 . מים מבוססים על קטעים ועל מסלוליםחלק זה מציג מספר אלגורית

  .אלגוריתמים המבוססים על קטעים 2.4.1

   )Method of Successive Averages - MSA(שיטת ממוצעים עוקבים 

ממוצעים השיטת האלגוריתם הראשון שיושם לפיתרון בעיה שיווי משקל סטוכסטי היה 

     עוקביםה

Method of Successive Averages - MSA יעל יד ההוצעש Sheffi and Powell) 1982(. אלגוריתם זה 

קצב אבל , היתרון שלו בפשטות החישוב.  כל הצבה סטוכסטית שהיא עבורניתן ליישום

  .התכנסות איטי מאוד

    :הםאלגוריתם השלבי 

 .xnקבל ווקטור . בצע העמסה סטוכסטית עם זמני נסיעה בנפח אפס: איתחול. 0צעד 

  . מספר איטרציות– nכאשר 

  . עדכון זמני נסיעה על פי פונקצית העכבה: עדכון. 1 צעד

  .ynקבל פתרון עזר . זמנים המעודכניםהבצע העמסה סטוכסטית עם : מציאת כיוון. 2צעד 
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  :י חישוב" עτחשב את הערך של גודל הצעד : מציאת צעד. 3צעד 

n+
=

1
1τ  

  חשב : התקדם. 4צעד 

)(1 nnnn xyxx −+=+ τ 

−−≥εאם :  בדיקת התכנסות.5צעד  nxnx =+1הצב , אחרת.עצור, 1 nn 1 וחזור לצעד .  

פיתרון עזר של נפחים בקטעים . ניתן ליישם האלגוריתם עם מודל העמסה סטוכסטית כלשהוא

 : מקבלים דרך בחירה הסתברותית במסלולים כדלקמן
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 myי העמסה סטוכסטית עם עלות נוכחית"הוא פיתרון עזר של נפחים מחושב עmc . בשיווי

משקל סטוכסטי נפחי עזר שווים לנפחים נוכחיים מכוון שבנקודה הזו עלויות ונפחים הם 

 . עקביים

 Maher and Hughesגוריתם של אל

  .י אופטימיזציה של פונקציה מטרה" ניתן לחשב גודל צעד עMNLלמודלים מסוג 

Maher and Hughes)  1998(  הציעו אלגוריתמים ברמה קטעים למודליםMNPו  - MNL . במיקרה

הבעיה בשיטה הזו היא . Clark’s approximationי "העמסה סטוכסטית מחושבת ע MNPשל 

 . התוצאות נעשות פחות מדויקות, גדל) מסלולים(אלטרנטיבות ה שמספר שככל

Maher and Hughes ) 1998(  חיפוש קוויהציעו) line search ( בין וקטור נפחיםx(n) ווקטור נפחים 

על  Zהמטרה  היא למצוא ערך של גודל צעד שמקטין את . nבאיטרציה  y(n) של פיתרון עזר
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  )51ראה נוסחא ). (Sheffi and Powell) 1982נקציה מטרה השתמש ניסוח של כפו

 x - העמסה סטוכסטית ב: גודל הצעד מחושב על ידי אינטרפולציה לינארית בין שתי נקודות
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שמסוגל ליצור תוצאות טובות יותר , )96 ( בחישוב של גודל הצעדMSA - הבדל בין שיטה הזו ו

 .MSAמאשר גודל הצעד הקבוע של שיטה 
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  אלגוריתמים המבוססים על מסלולים 2.4.2

 ליישם אותם לרשתות הקושי בשל הוצעו בספרותלגוריתמים המבוססים על מסלולים אמעט 

   .ניתן ליישם גם ברמת המסלולים,  שתואר לעילMSA אלגוריתם .גדולות

 Damberg-Lundgren-Patrikssonאלגוריתם של 

 (1996) Damberg et al התאימו את אלגוריתםDSD , שמיועד לפתרון בעיות של הצבה

 .MNL-SUE גם להצבה, יתדטרמיניסט

ניתן להשיג , f שבה עלויות נסיעה הושגו מפיתרון נוכחי על סמך נפחים nנניח שבאיטרציה 

  : הראה שFiskבשימוש ניסוח של h. Damberg et al  (1996)פיתרון עזר 
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)()(אם וקטור nn fh אנו . הוא מגדיר כיוון ירידה ביחס לפונקציה מטרה, אינו שווה לאפס −

  : כדלקמןn אופטימלי באיטרציה τמחפשים גודל צעד 
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לים הלא סט המסלולים צריך לכלול את כל המסלו, נכוןהמתקבל יהיה פתרון שהעל מנת 

שבו   column generationכללוDamberg et al (1996)  ,לכן. רשת אמיתית זה לא מעשיב. מעגליים

למצב שבו  יכולה להוביל  זוהם העירו שגישה. איטרציותה במהלך קןתעדמסט מסלולים 

ים את מרבית שאנו מסלולים כך שמספר קטן שללגוריתם מתכנס במספר קטן של איטרציות א

 .הביקוש

  כוםסי 2.5
אך לבעית הצבה שיווי משקל . CNL, PCLקיימים מודלים מתקדמים  של בחירת מסלולים כמו 

הוא לא לוקח בחשבון . אך למודל הזה יש חיסרונות. MNL רק במודל נפוץ השימושסטוכסטית 

 הנו בכך שהפתרון CNL-SUEהיתרון המשמעותי של , כאמור .דימיון בין המסלולים השונים

  .ין המסלולים השוניםמתחשב בדימיון ב

אך לא קיימות בספרות דוגמאות , כבעית אופטימיזציהמתמטי  יש ניסוח CNL-SUEלמודל 

 שסובל MSAחוץ מאלגוריתם , CNL-SUEלפיתוח אלגוריתמים יעילים לפיתרון בעיות 

כמו כן אין עבודות שבוחנות את ההבדלים בתוצאות בין הצבות . מהתכנסות איטית מאוד

על מנת להצדיק את הצורך בשימוש במודלים המורכבים ' וכו  CNL-SUE  ,MNL-SUE :שונות

  .יותר ואת המאמץ החישוב הנוסף הנדרש לכך
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  אלגוריתם הפיתרון .3
המאפיין החשוב של . בפרק הקודם הוצגו ניסוחים לבעית שיווי משקל למשתמש סטוכסטי

לים שונים לבחירת ניסוחים אלה הוא שתנאיי האופטימליות מסדר ראשון מתאימים למוד

מחקר זה מתמקד בפיתוח . מסלולים שלוקחים בחשבון את הדמיון בין המסלולים השונים

אלגוריתמים יעילים לפתרון בעית הצבת הנסיעות המבוססת על מודלים חדשים לבחירת 

 .   CNL-SUEובפרט מודל , מסלולים
בה הסטוכסטית עבור יכול לשמש לפיתרון בעיה ההצ, ספרותה שהוצג בסקר MSAאלגוריתם 

,  סובל מהתכנסות איטית מאודMSAאלגוריתם , אולם. מודלים שונים של בחירת מסלולים

  . בעיקר בגלל שגודל הצעד נקבע מראש ואינו מחושב באופן אופטימלי

ו עאלגוריתמים יעילים יותר הוצ,  משמשת כמודל של בחירת המסלוליםMNLכאשר פונקציה 

ו עבור בעית ההצבה המבוססת על מודלים ע דומים לא הוצאלגוריתמים, אולם. בספרות

 .אחרים של בחירת מסלולים
האלגוריתם .  CNL-SUE לבפרק זה מוצג אלגוריתם לפיתרון בעיה הצבה סטוכסטית למוד

    .MNLשפותח עבור הצבת Damberg et al   (1996) מבוסס על התאמה של האלגוריתם של

  תיאור של אלגוריתם 3.1
פתרון שהעובדה שלניסוחי שיווי משקל סטוכסטי יש תכונה משותפת הסס על האלגוריתם מבו

  .  הסתברותתאופטימיזציה הוא פונקציה תשל בעי

במקרה שבו . הצגת האלגוריתם כאן מבוצעת עבור המקרה שבו כל המסלולים מוגדרים מראש

  ניתן ליצור מסלולים נוספים בטכניקה של, לא כל המסלולים נתונים מראש

Column generation .  

 . תרשים זרימה של האלגוריתםמראה 6 ציור 
  .זרימההאלגוריתם באופן מפורט לפי תרשים הצעדים של הלהלן מוצגים 

  :איתחול. 0צעד 

  . בצע העמסה סטוכסטית עם זמני נסיעה חופשית

n=0 
 .  מספר איטרציה n –כאשר 

 :י"זמני הנסיעה החופשית במסלולים השונים מחושבים ע
∑
∈

=
km

(n)
 m

rs (n)
k tc 0                  (99) 

  :כאשר

rs
kc-  זמן נסיעה במסלול k בין הצמד מוצא r ויעד s.  

mt   .m  בקטעהחופשית זמן הנסיעה -0 
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 SUE-CNL לפי מודל SUEן בעיה תרשים זרימה של אלגוריתם לפיתרו .6 ציור
Figure 6. Flowchart of the algorithm for CNL-SUE 
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 : היאm בתוך קן ייבחר kההסתברות המותנית שמסלול 
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 : ייבחר היאmההסתברות השולית שקן 
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  :כאשר

m –קנים   

µ  -10, דרגת קינון ≤≤ µ .   

rs
mkα -10,  מקדמים הכללה המקצים אלטרנטיבות לקנים ≤≤ mkα  .  

  :י"טע מסוים מחושב עלקן המוגדר על ידי קהשייךנפח התנועה במסלול 

rsnrs
m

nrs
mk

nrs
mk qPPf ** )( )( 

|
)( =                        (102) 

  :כאשר

rs
mkf-  נפח התנועה במסלול k קטע  לקן המוגדר על ידיהשייך m בין הצמד מוצא r ויעד s.  

qrs  - כ הביקוש בין הצמד מוצא "סהr ויעד s.  

 :חי התנועה במסלולים נתונים על ידיסך הכל נפ
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fכאשר  k
rs  - נפח התנועה במסלול k  בין הצמד מוצאr ויעד s. 

=+1: מספר איטרציה מוגדל ליחידה nn 
  עדכון. 1צעד 

rsבה נפחי במסלולים הצ
kf לחישוב נפחי בקטעיםmx. 
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 :כאשר

mx -  עומס התנועה בקטעm.  
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rs
mkδ  -שמצביע על שייכות הקטע  קבוע בוליאני m למסלול k .כאשר הקטע 1-הוא שווה ל m 

  .אחרת, 0-  ושווה לs ויעד rבין הצמד מוצא  k מסלולשייך ל

 :BPRאם נעשה שימוש בפונקציה , לדוגמא. עדכון זמני נסיעה על פי פונקציה העכבה
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  :כאשר 

mt   -  זמן נסיעה בקטעm.  

mt  . m  בקטעהחופשית זמן הנסיעה -0 

mc - קיבולת בקטע  m.  

βν   . קבועים- ,

  :  מציאת כיוון. 2צעד 

  .בצע העמסה סטוכסטית עם זמנים מעודכנים

  :במסלולהמעודכן נסיעה ה זמן
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 .)100( לפי מחושבת m ייבחר בתוך קן kמסלול מותנית שההסתברות ה

 .)101( לפי מחושבת ייבחר mשולית שקן ההסתברות ה
  : קטע מסויםעל ידילקן המוגדר השייך נפח התנועה במסלול 
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rs(n)קבל וקטור של פיתרון עזר 
mkh )כיוון השינוי של הפתרון הוא .   ))()( nrs

mk
nrs

mk fh −.  

  :מציאת צעד. 3צעד 

 גודל צעד אופטימלי –בעבודה זו נעשה שימוש בשתי שיטות לחישוב גודל הצעד . חשב גודל צעד

שיטות אלו יתוארו בסעיף . Armijo וגודל צעד מקורב בשיטת Golden Sectionבאמצעות שיטת 

  .הבא

  :התקדם. 4צעד 

  :מוגדר על ידי קטע מסוים על ידי לקן ההשייךחשב נפחי תנועה חדשים במסלול 

)( )1( )( )1( )( −− −+= nrs
mk

nrs
mk

nrs
mk

nrs
mk fhff τ                      (108) 

 - י קטעים מסוימים "כים לקנים המוגדרים עישיהקבל וקטור של נפחים חדשים במסלולים 

n
mkf.  

  :נפחי התנועה חדשים במסלולים
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∑= )( )( nrs
mk

nrs
k ff                         (109)  

nrs )(קבל וקטור של נפחי תנועה חדשים במסלולים 
kf.  

  :בדיקת התכנסות. 5צעד 

ε≤−−  || )( )1( nrs
k

nrs
k ff                        (110) 

=+1הצב , אחרת. עצור,  מתקיים )או קריטריון של התכנסות אחר( )110 (אם nn  וחזור לצעד

1 .  

  לחישוב גודל הצעד) Golden Section Method(שיטה חיתוך הזהב  3.2
  :נתון על ידי Golden Sectionחישוב גודל צעד אופטימלי לפי שיטה 

[ ]
))((min 1  1 

1;0
)(nrs

mk
(n)rs

mk
)(nrs

mk
n fhfZ −−

∈
−+= ττ

α
                    (111) 

  : מורכב משלושת מרכיביםZ.  פונקציה מטרה– Zכאשר 
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   0=rs
mkf or 0=rs

mkα   for  ( ) 0ln /1 =µα rs
mk

rs
mkrs

mk
ff  

  :כאשר

rs
mkf-  נפח התנועה במסלול k קטע  לקן המוגדר על ידיהשייך m בין הצמד מוצא r ויעד s.  

mt-  עלות בקטעm.  
rsq - כ הביקוש בין הצמד מוצא "סהr ויעד s. 

 θ -פרמטר פיזור .  

rs
mkα-במסלול   מקדם הכללהk של קטע m בין הצמד מוצא r ויעד s.  

µ  -דרגת קינון .  

באופן כללי .  שבו נמצא הפתרוןתחום על צימצום תהשיטה של חיפוש חיתוך הזהב מבוסס

n בשתי נקודות Z(x) מבצעים השוואה של פונקציה: ניתן לתאר השיטה כך
Lx ו- n

Rx כאשר 
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n
R

n
L xx ⎦⎥ התחוםנקודות אלה נמצאות בתוך . >

⎤
⎢⎣
⎡ nbna , שבו נמצא הפתרון האופטימלי, ,

  .nבאיטרציה 

   . זרימה שמראה את דרך פעולת האלגוריתםמציג תרשים 7ציור 

  תרשים זרימה של אלגוריתם חיתוך הזהב. 7 ציור
Figure 7. Flowchart of the golden section algorithm 

 

 

⎦⎥ התחוםפעולה של מנגנון צימצום האופן את  מתאר 8 ציור
⎤

⎢⎣
⎡ nbna  שבו נמצא מינימום של ,

n : nמראה שתי נקודות באיטרציה  "Iteration n "התרשים העליון. Z(x)פונקציה 
Lx ו- n

Rx 

)()(כאשר  n
R

n
L xZxZ n - נקודה אופטימלי צריכה להיות ימינה מ . <

Lx)  כלומרn
Lxx ואז ) ∗≤

⎦⎥  התחום
⎤

⎢⎣
⎡ n

L
xna ⎦⎥הוא  ) n+1 עבור איטרציה(חדש ה התחום. להצטמצם יכול ,

⎤
⎢⎣
⎡ ++ 1,1 nbna ,

nכאשר 
L

n xa nn -  ו1+= bb  ממשיך עם שתי נקודות פנימיות התחוםהתהליך של צימצום . 1+=
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n+1: החדשות
Lx 1 -ו+n

Rx התחתון כפי שניתן לראות בציור" Iteration n+1 ."של שיטה במרכזה 

n  שלכלל  לבחירהנמצא ההחיתוך הזהב 
Lx ו- n

Rx נתון בתחום ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ nbna  הכלל מיועד למזער. ,

בכל שתי נקודות פנימיות חישוב האלגוריתם דורש .  הנתונהפונקציהההערכות של ה כמות את

 מהתחום של איטרציה מיתהתהליך של חיתוך הזהב מנצל את נקודה אחת פני. איטרציה

 מחושבת בתחום בכל רק נקודה אחת חדשה). פונקציה כבר ידועה ערך שבה (הקודמת

  . איטרציה

  י שיטה חיתוך הזהב"רצף של צימצום רווחים מבוצע ע. 8 ציור
Figure 8. The interval reduction sequence followed by the golden section method 

 

  

רק נקודה נדרש לחשב  n+1 לאיטרציה n מאיטרציה  ניתן לראות שכאשר עוברים8בציור 

n+1(פנימית אחת נוספת 
Rxהאיטרציהה זמינה מהשניהנקודה ה; )וןבציור תחת -nכך ש  - :

n
R

n
L xx =+ n=618.0 - ש, פנימיות נבחרים כךה נקודותה, על מנת לקיים מצב זה. 1

Rx של אורך

n=618.0- וna -מרווח לימינה מ
Lx לשמאלה מהתחום של אורך - nb)  של אורך 0.382או 

)15(618.0גודל . na - מרווח לימינה מ
2
1

  . ידוע כחיתוך הזהב−=

    לחישוב גודל הצעד  Armijo שיטה 3.3

 - α מחשבים Armijoלפי כלל . היא שיטה מקורבת פשוטה יותר מחיתוך הזהב Armijoשיטה 

  :- כ–גודל הצעד 

ηγτ si
k =                           (113) 
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   :תנאיאת המקיים ש הקטן ביותר החיובי המספר השלם הוא siכאשר 

)()'())(()( rs
mkfrs

mkhrs
mkfZirs

mkfrs
mkhirs

mkfZrs
mkfZ −∇−≥−+− ωγγ                              (114) 

  :כאשר

rs
mkf-  נפח התנועה במסלול k קטע  לקן המוגדר על ידישייךה m בין הצמד מוצא r ויעד s.  

rs
mkh -פתרון עזר .  

)( rs
mkfZ-המטרה של בעית הצבת הנסיעות ת פונקצי.  

)'( rs
mkfZ∇-ניגזרת חלקית של   )( rs

mkfZ.  

ω -0.5למשל ,  קבוע  

  .τ=1באיטרציה אפס 

רציות פנימיות לחישוב גודל הצעד  איטמתבצעותבתוך כל איטרציה בחישוב נפח במסלולים 

  . יתקיים) 114(עד שתנאי 

    CNL-SUEחישוב לדוגמא לאלגוריתם  3.4
  . להלן דוגמה שמתארת את חישוב פתרון שיווי המשקל לפי האלגוריתם הנתון לעיל

  .יעד יחיד-נתונה רשת דרכים של הבעיה עם מוצא

, 1-3קטעים : 2מסלול , 1-2קטעים : 1מסלול . 3יעד  ו1ברשת שלושה מסלולים בין מוצא 

  .4קטע : 3מסלול 

הקטעים והמסלולים מסומנים , מספרי הצמתים. 2-  ו1:  הוא משותף לשני מסלולים1קטע 

  .בתרשים

  צמתים-3רשת . 9 ציור
Figure 9. 3-Node Grid Network 

 

 
  

  : הנתונה על ידיBPR העכבה היא פונקצית פונקצית. 3 קטעים מופיעים בטבלההנתוני 
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  :כאשר

mx - נפח תנועה בקטע m.  

mt   -  זמן נסיעה בקטעm.  

mt  . m  בקטעהחופשית זמן הנסיעה -0 

mu - קיבולת בקטע  m.  

βν 6.0  4בדוגמא הזו    . קבועים- , == βν. 
  . יחידות10 של 3 ליעד 1קיים ביקוש לנסיעות בין מוצא 

  : על פי נתונים הבאים CNL-SUEנבצע חישובים לפי מודל 

  µ=5.0 מקדם קינון

  θ=5.0 מיקדם פיזור
 ε=001.0 התכנסות

  .לפי תרשים זרימה של האלגוריתם הנתון לעיל מבצעים חישובים

  צמתים-3נתונים לפי רשת  .3 טבלה
Table 3. Netwok’s 3-nodes data 

 
  4  3  2  1  קטע

t0 2  3  3  7  

u 10  15  20  30  

 מחשבים את זמן הנסיעה במסלולים לפי זמני הנסיעה בקטעים בנסיעה חופשית 0בצעד  .1

 :י"ע

∑
∈

=
km

m
)(rs

k tc  0
0                          (116) 

m  -קטע   

k  - מסלול  

  :בדוגמה מתקבלים זמני הנסיעה במסלולים

7

532

532

4 0
0

3

3 01 0
0

2

2 01 0
0

1

==

=+=+=

=+=+=

tc

ttc

ttc

)(

)(

)(

 

דוגמא זו המקדמים מחשבים לפי זמני הנסיעה החופשית ב .הכללההמקדמי את מחשבים  .2

  :וישמשו בכל איטרציות

rs
k

mrs
mk

c
t  0=α                           (117) 
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 1מפני שקטע , ות-α 5במיקרה זה יהיה לנו . כ קטעים בכל המסלולים"ות שווה לסה- αכמות 

 שייך 4קטע , 2 שייך רק למסלול 3קטע , 1 שייך רק למסלול 2קטע , 2-  ו1: שייך לשני מסלולים

  :כדוגמה מציבים ערכים מספרים לנוסחא ומקבלים. 3רק למסלול 
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 :נתונה על ידי mר בתוך קן  ייבחkמסלול מותנית שההסתברות ה .3
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) rs(מקבלים וקטור 
k|mP 0  

[0.500 1.000 0.500 1.000 1.000] 

 :נתונה על ידי ייבחר mשולית שקן ההסתברות ה .4
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) rs(מקבלים וקטור 
mP 0 

[0.265 0.281 0.281 0.172] 

 :על ידי יםי קטע מסוים מחושב" לקן המוגדר עהשייךנפחי התנועה במסלול  .5
rs)rs (

m
)rs (

k|m
)rs (

mk *q*PPf 000 =                          (120) 
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qPPf

qPPf
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33|232

11|212

22|121

11|111
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)(מקבלים וקטור 
mkf 0. 

[1.326 2.812 1.326 2.812 1.724] 

 :יםתנועה במסלולהנפחי  .6
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)(מקבלים וקטור 
kf

0. 

[4.138 4.138  1.724] 

rs)( וקטור -נפחי תנועה במסלולים (זהפיתרון 
kf

 .ההתחלתיפיתרון ההוא )  0

1+= nn  

  :על ידיבקטעים התנועה  מתחיל מחישוב נפחי 1צעד  .7

∑∑=
rs k

rs
mk

)rs (
k

)(
m δfx 01                          (122) 
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)(מקבלים וקטור 
mx 1. 

[8.28 4.14 4.14 1.72] 

   :על פי פונקציה העכבהבקטעים נסיעה העדכון זמני  .8
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6.0  4 הזו   בדוגמא == βν.  
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xt(מקבלים וקטור  )(
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1(. 

[2.56 3.01 3.00 7.00] 

  :על ידי מתחיל בחישוב זמנים מעודכנים במסלולים 2צעד  .9
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43

312

211

tc
ttc
ttc
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rs)(מקבלים וקטור זמני במסלולים 
kc 1 . 

[5.57 5.57 7.00] 

)(מקבלים וקטור . חישוב הסתברות מותנית. 10
k|mP 1. 

[0.498 1.000 0.502 1.000 1.000] 

)(מקבלים וקטור . חישוב הסתברות שולית. 11
mP 1.  

[0.251 0.266 0.267 0.217] 

וקטור של מקבלים . י קטע מסוים" לקן המוגדר עהשייךחישוב נפחי תנועה של מסלול . 12

)(פיתרון עזר 
mkh    : כאשר1

rsrs
m

rs
mk

rs
mk qPPh ** )1( )1( 

|
)1( =                     (125) 

[1.250 2.656 1.259 2.666 2.169] 

  .בים גודל צעד מחש3בצעד . 13

שלבי את לא נראה . אופטימליקרוב  לחישוב גודל צעד Armijoבדוגמה הזו משתמשים בשיטה 

  . בגלל סיבוכיות האלגוריתםτחישוב 

י " לקנים המוגדרים עהשייכים מחשבים נפחי התנועה החדשים במסלולים 4בצעד . 14

  :י"הקטעים המסוימים ע
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)(מקבלים וקטור
mkf י קטעים " לקנים המוגדרים עהשייכיםשל נפחים חדשים במסלולים 1

 .מסוימים
[1.288 2.734 1.292 2.739 1.947] 

  :י"נפחי חדשים במסלול מחשבים ע. 15
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)( - מקבלים וקטור של נפחים חדשים במסלולים 
kf

1 

[4.022 4.031  1.947] 

  :י" בודקים התכנסות ע5בצעד . 16

ε≤−−  ||max 1 n
k

n
k ff                         (128) 

=+1מגדילים מספר איטרציה ליחידה , לא מתקיים) 128(עד שתנאי   nn  1וחוזרים לצעד 

  ). 7שלב (

  .עוצרים, )7 באיטרציה ובדוגמא הז(כאשר תנאי מתקיים 

 .שונותרא הפתרון באיטרציות המראה את התקדמות 4 טבלה
 צמתים- 3תוצאות חישוב לפי רשת . 4 טבלה

Table 4. Calculation results of the network 3-nodes 
 

  'מס  נפח מסלול  נפח מסלול  זמן מסלול

 איטרציה

τ -   

  3  2  1 3עזר  2עזר  1עזר  3  2  1 גודל צעד

0  0.5  5  5  7 -  -  -  4.138 4.138 1.724 

1  0.5  5.57 5.57 7 3.906 3.925 2.169 4.022 4.031 1.947 

2  0.5  5.51 5.51 7 3.932 3.948 2.120 3.977 3.990 2.033 

3  0.5  5.49 5.49 7 3.941 3.957 2.102 3.959 3.973 2.062 

4  0.5  5.48 5.48 7 3.945 3.960 2.095 3.952 3.967 2.081 

5  0.5  5.48 5.47 7 3.946 3.962 2.092 3.949 3.964 2.087 

6  0.5  5.48 5.47 7 3.947 3.962 2.091 3.948 3.963 2.089 

7  0.5  5.48 5.47 7 3.947 3.962 2.090 3.948 3.963 2.090 

 
 MNL-SUE עם תוצאות לפי הצבת CNL-SUEניתן להשוות את התוצאות שקיבלנו לפי הצבה 

 CNL-SUEהבדל בין התוצאות הנובע מכן שהצבת  שישנו  בציורניתן לראות. )10ציור (

 קיבלנו תוצאות יותר   CNL-SUEניתן להניח שבמודל.  מתחשבת בדימיון בין המסלולים

  . לוקח בחשבון דימיון בין המסלולים  CNL-SUEמדויקות כיוון שמודל



 

 47

  צמתים עבור שני מודלים-3התפלגות זרימות ברשת . 10 ציור
Figure 10. Flow Pattern in the 3-node Grid Network for two models 

 

 

  סיכום 3.5

  Damberg et al של DSD על בסיס אלגוריתם  CNL-SUEבפרק זה פותח אלגוריתם להצבה

אלגוריתם שפותח לפתרון רשת ב שימוש דוגמא של ההוצג. MNL-SUE שמיועד להצבה (1996)

 מבחינה .MNL-SUE המתקבלות במודלתוצאות ה מותהתוצאות שהתקבלו שונ. הפשוט

 לקיחת בחשבון -  CNL-SUEמודללתכונה של  תאורטית תוצאות אלו טובות יותר הודות 

  .דימיון בין אלטרנטיבות
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  תיאור הניסויים .4
ולהשוות אותו  CNL-SUE  מודל חישוב הפתרון של מטרת מחקר זה היא לבחון את יעילות

 באמצעות ההצבהלצורך כך נכתבה תוכנית מחשב שמיועדת לפיתרון בעיה . MNL-SUE מודלל

  : באמצעות תוכנית זו ביצענו שני מבחנים. MNL-SUE- וCNL-SUEמודל 

 היא להשוות את השיטות השונות לחישוב זהמטרה של מבחן . SUE-CNL פתרון – 1מבחן  

: בעבודה זו נעשה שימוש בשלוש שיטות. CNL-SUEגודל הצעד באלגוריתם לפיתרון בעיה 

MSA ,Armijo, Golden Section . המבחן בודק את ההשפעה של הפרמטריםµ  -מקדם הקינון ו  -

θ  – מקדם הפיזור על זמני החישוב במודל CNL-SUE .9: בוצע חישוב של שלוש רשתות שונות  

  -  מדדיםהשתמשנו בשני כקריטריון ההתכנסות של הפיתרון . Sioux Falls ,Winnipeg, צמתים

   RMSPE-ו) RMSE) the root mean square error: סטיות ממוצעי ריבועים

)the root mean square percent error ( נוכחית לפני חישוב גודל הבאיטרציה התנועה בין נפחי

 מדדים אלו מבטאים את חוסר ההתאמה בין נפחי .הצעד וקודמת אחרי חישוב גודל הצעד

 .זמני הנסיעה במסלוליםהתנועה ו

( )2)()( )(1 ∑∑ −=
rs k

nrs
k

nrs
k cff

K
RMSE              (129) 
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⎜
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⎛ −
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nrs
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nrs
k

cf

cff
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RMSPE        (130) 

  :כאשר

K  - מספר מסלולים.  

)(nrs
kf-  נפח במסלולk בין rל  - s באיטרציה n.  

)( )(nrs
k cf- נפח במסלול k בין rל  - sעל פי עלות הנסיעה באיטרציה ה - n.  

  המטרה של מבחן זה היא השוואה של תוצאות הצבה. SUE-MNL השוואה עם – 2מבחן 

 CNL-SUEו -MNL-SUEההשוואה התיחסה הן לשוני בפתרון .  ובחינת ההבדלים ביניהם

  . ון שווי המשקל למשתמשהמתקבל והן למאמץ החישוב הנדרש על מנת להשיג לפתר

רשתות ביצענו חישובים ה מתבכל אח. 1במבחן זה השתמשנו באותן שלוש רשתות שבמבחן 

.  Sioux Falls - צמתים ו9לרשתות  Golden Section - וWinnipeg לרשת Armijo: לפי אלגוריתמים

, ם קינון מקד-  µ: הפרמטרים ששונו במבחן על מנת לבדוק כיצד הם משפיעים על תוצאות הם

θ  –מקדם פיזור והביקוש לנסיעות  .  

 RMSEבמבחן זה מדדי השונות בין הפתרונות שבהם נעשה שימוש הם סטיות ממוצעי ריבועים 

)the root mean square error (ו-RMSPE) the root mean square percent error ( בין נפחי המסלולים

 : MNL-SUE- וCNL-SUEלפי מודל 
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  :כאשר

K –מסלולים'  מס.  

∗ 

 ,
rs

CNLkf- הנפח הפתרון שיווי משקל לפי מודל CNL-SUE.  

∗rs
MNLkf   .MNL-SUEל לפי מודל הנפח הפתרון שיווי משק -, 

  .  Ghz Intel Pentium 4 3.0  עם  מעבד   PC – בכל החישובים נעשו 

  הרשתות  4.1
  .Sioux Falls ,Winnipeg,  צמתים9: בוצעו עבור שלוש רשתותשני המבחנים 

 9- יעדים ו- מוצא זוגות2,  קטעים12,  צמתים9כוללת , שהיא הפשוטה ביותר,  צמתים9רשת 

   .11בציור   גרפיתתמוצגהרשת . מסלולים

   צמתים9רשת . 11 ציור
Figure 11. 9-Node Grid Network 

  

  

  . מספרי קטעים–בריבועים , בעיגולים נתונים מספרי צמתים

  : עם הפרמטריםBPRפונקציה העכבה היא פונקצית 

6.0=ν  

4=β  
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  . יעדים-מוצאזוגות  550,  מסלולים3441,  קטעים76,  צמתים24 כוללת Sioux Fallsרשת 

  :  עם פרמטריםBPRפונקצית העכבה היא פונקצית 

15.0=ν  

4=β  

 :מקור. 12 בציורמופיעה סכימה של רשת הזו 
 Hai Yang and Meng Qiang, Hong Kong University of Science and Technology. 

,  קטעים2535,  צמתים948הרשת כוללת .  הרשתות3 היא הגדולה ביותר מבין Winnipegרשת 

 בעבודה זו .קיימות כמה גרסאות של רשת הזו. יעדים-מוצאזוגות  4345,  מסלולים174491

  Web-site-  ב Hillel Bar-Gera  על ידיהשתמשנו בגרסה שהוצגה 

  Transportation Network Test Problem - http://www.bgu.ac.il/~bargera/tntp/ .  

  :מקור הציור
 INRO Consultants. Emme/2 User’s Manual: Release 9.2. Montréal, 1999. 

  sSioux Fallרשת . 12 ציור
Figure 12. Sioux Falls Network 
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  .  של פונקציה העכבה משלהםβ -ו ν יש פרמטרים Winnipegלכל קטע ברשת 
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   :5  בטבלהמוצגתרשתות ה 3נתוני של השוואה 

  נתונים של רשתות שונות. 5 טבלה
Table 5. Different Network’s Data 

  

 יעדים-כ מוצא"סה כ מסלולים"סה כ קטעים"סה כ צמתים"סה  רשת

  2  9  12  9   צמתים9

Sioux Falls 24  76  3441  550  

Winnipeg  948  2535  174491  4345  

 
  Winnipeg רשת. 13 ציור

Figure 13. Winnipeg Network 
  

  

  

סט .  אלא משתמשת בסט נתון של מסלולים לא יוצרת מסלולים ההצבה שנכתבהתוכנית

  – שילוב של שתי שיטות נוצר על ידי Winnipeg - וSioux Fallsהמסלולים ברשת 

the k-shortest Path algorithm ושיטה the link elimination method )Bekhor et al (2001) .( לפי

שיטות האלה ברשת הורדו קטעים בזה אחר זה ובין קטעים הנשארים נמצאו המסלולים 

  . יעד מסוים-מוצאעבור הקצרים ביותר 

  הפרמטרים של הניסוי 4.2

  1מבחן  4.2.1

 הורצה התוכנית עבור כל השילובים של ערכי הפרמטרים Sioux Falls,  צמתים9עבור הרשתות 

  ).לכל רשת הרצות 96כ "סה(הבאים עבור כל אחד משלושת האלגוריתמים 
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  Sioux Falls - ו צמתים 9 לחישוב עבור רשתות µ ,θערכי פרמטרים . 6 טבלה

Table 6. Parameter of µ and θ for calculations in the 9-Node Grid Network and Sioux Falls 
Network 

 

  ערכים  

µ  0.25    0.5    0.75    1  

θ  0.01  0.05  0.1  0.25  0.5  1  1.5  2  

 הורצה התוכנית עבור כל השילובים של ערכי הפרמטרים הבאים Winnipegעבור הרשת 

  ). הרצות72כ "סה(עבור כל אחד משלושת האלגוריתמים 

 Winnipeg  לחישוב עבור רשתµ ,θערכי פרמטרים . 7 טבלה
Table 7. Parameter of µ and θ for calculations in the Winnipeg Network 

  

  ערכים  

µ  0.25    0.5    0.75     

θ  0.01  0.05  0.1  0.25  0.5  1  1.5  2  

  

 השתמשנו במספר יותר קטן של ערכי פרמטרים בגלל הזמן הארוך הדרוש Winnipegברשת 

  .וןלחישוב הפתר

  2מבחן  4.2.2

  עבור הרצת:  והביקושµ  ,θכל הצרופים של הערכים הבאים שלבהשתמשנו במבחן זה 

CNL-SUEו  - MNL-SUE  ו צמתים9רשת - Sioux Falls :  

  Sioux Falls - ו צמתים 9 לחישוב עבור רשתות µ ,θערכי פרמטרים . 8 טבלה
Table 8. Parameter of µ and θ for calculations in the 9-Node Grid Network and Sioux Falls 

Network 
  ערכים  

µ  0.25    0.5    0.75    1  

θ  0.01  0.05  0.1  0.25  0.5  1  1.5  2  

  1.5  1.4  1.3  1.2   1.1  1  0.9  0.8  0.7  0.6  0.5 ביקוש
 

  . הרצות עבור שתי רשתות1408כ "סה

  : Winnipegרשת 
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 Winnipeg  לחישוב עבור רשתµ ,θערכי פרמטרים . 9 טבלה
Table 9. Parameter of µ and θ for calculations in the Winnipeg Network 

  ערכים  

µ  0.25    0.5    0.75      

θ 0.01  0.05  0.1  0.25  0.5   

    1.4    1.2     1    0.8    0.6 ושביק
 

  . הרצות150כ "סה

  קביעת דיוק חישובים בשני מבחנים 4.2.3

 
 :כתנאי לעצירה בין איטרציות RMSEעבור כל הרשתות השתמשנו בפרמטר ומבחנים הבשני 

( ) ε≤−= ∑∑
2)()( )(1

rs k

nrs
k

nrs
k cff

K
RMSE             (133) 

  :כאשר

K  - מספר מסלולים.  

)(nrs
kf-  נפח במסלולk בין rל  - s באיטרציה n.  

)( )(nrs
k cf- נפח במסלול k בין rל  - sעל פי עלות הנסיעה באיטרציה ה - n.  

ε- ערך התכנסות לפי RMSEמקסימלי  .  

  -  צמתים ו 9 רשתותעבור  ε=0.0001 מבחנים קבענו ערך של הלניתוח תוצאות עבור שני 

Sioux Falls ,ו-ε=0.001 עבור רשת Winnipeg) בגלל הגודל שלה.( 
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 תוצאות .5

  1מבחן  5.1
שיטות . CNL-SUE מודל בפתרוןחישוב גודל הצעד השונות זה משווה את שיטות מבחן , כאמור

חישובים נעשו עבור . Armijo, Golden Section ,MSA: חישוב גודל הצעד שבהן נעשה שימוש הן

 .θ -  וµערכים שונים של פרמטרים 

  מספר איטרציות דרוש 5.1.1

נבדוק את מספר האיטרציות הנדרש על ידי אלגוריתמים שונים על מנת להשיג התכנסות 

 עבור רשת RMSE=0.001 -  וSioux Falls -ו צמתים 9  עבור רשתותRMSE = 0.0001 ,נתונה

Winnipeg .כנגד מספר איטרציות וזמן תמים האלגוריהתכנסות  את מציגים 16, 15, 14ורים צי

 .הסקלות בגרפים הן לוגריתמיות. רשתותהחישוב עבור שלוש ה
 דורש מספר MSAאלגוריתם , על מנת להשיג שיווי משקלבכל שלושת הרשתות ניתן לראות ש

  .Armijo - וGolden Sectionאלגוריתמים הגדול יותר של איטרציות לעומת 

 לוקח פחות איטרציות מאשר שאר Golden Sectionתם אלגורי,  קטניםθ -שב ניתן להגיד

 שאלגוריתמים משיגים RMSEערך .  צעד האופטימליהשימוש בגודלאלגוריתמים בגלל 

 גדול באיטרציה RMSEככל שערך .  µ וקטן עם הגדלתθגדל עם הגדלת , באיטרציה ראשונה

מספר , סותלמען השגת התכנ .כך נדרשות יותר איטרציות להשגת התכנסות, ראשונה

  9: אם להשוות שתי רשתות.  עבור כל שלושת האלגוריתמים θאיטרציות גדל עם הגדלת

 שעם הגדלת לא ניתן לומר, ) קריטריון התכנסות אחרWinnipegברשת  (Sioux Falls-ו צמתים

  . זה תלוי בהתאמת פרמטרים לחישוב. איטרציות גדלהמספר , רשת

התמונה עשויה להיות שונה , לכן. כל איטרציה שונה אלגוריתם בלכלכמות העבודה הדרושה 

 .אם נבחן את זמני החישוב

 )CPU(זמן החישוב  5.1.2

הסקלות . בהתאמה 18, 17 מוצגים בציורים Winnipeg-  וSioux Falls זמני החישוב עבור רשתות

 .בגרפים הן לוגריתמיות

 Golden Section - ו Armijoם מידורש יותר זמן מהאלגורית MSA אלגוריתם Sioux Fallsברשת 

דורש פחות זמן מכולם  Armijoאלגוריתם . לא אופטימליהבגלל גודל הצעד להשגת התכנסות 

אלגוריתם ) RMSE=01.0(  נמוכה יותר להשגת רמת דיוקWinnipegעבור רשת . בשתי הרשתות

MSAחישוב לפי שיטה ה . לוקח פחות זמן משאר האלגוריתמיםGolden Section  יותר מסובך

  θזמן חישוב עד השגת התכנסות גדל עם הגדלת.  יותרמהשיטות האחרות ולכן דורש זמן רב

בכל אחת , אף הוא. חישוב גדלהזמן ,  שעם הגדלת הרשתלומרניתן כמו כן .  µוקטן עם הגדלת

  . מהשיטות
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 ם צמתי9רמת דיוק כתלות במספר איטרציות ברשת . 14 ציור
Figure 14. Level of Inexactness vs. Number of Iterations in the 9-node Grid Network 
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  Sioux Fallsרמת דיוק כתלות במספר איטרציות ברשת . 15 ציור
Figure 15. Level of Inexactness vs. Number of Iterations in the Sioux Falls Network 
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  Winnipegרמת דיוק כתלות במספר איטרציות ברשת . 16 ציור
Figure 16. Level of Inexactness vs. Number of Iterations in the Winnipeg Network 
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  Sioux Falls רמת דיוק כתלות בזמן חישוב ברשת. 17 ציור
Figure 17. Level of Inexactness vs. CPU Time in the Sioux Falls Network 
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  Winnipegרמת דיוק כתלות בזמן חישוב ברשת . 18 ציור.
Figure 18. Level of Inexactness vs. CPU Time in the Winnipeg Network 
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  .ותשונה השיטותחישוב כתלות במספר איטרציות עבור הזמן מציג את  19 ציור

  Winnipeg זמן חישוב כתלות במספר איטרציות ברשת. 19 ציור
Figure 19. CPU Time vs. Number of Iterations in the Winnipeg Network 
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 הרבה יותר זמן לעומת דורש MSAאלגוריתם ,  רואים שלהשגת התכנסותWinnipegעבור רשת 

צר זמן עבור איטרציה אחת שלו קהאך . צעד שאינו יעילהבגלל גודל האחרים אלגוריתמים ה

אלגוריתם  כמו כן .צעדהבגלל פשטות חישוב גודל , מזה של שני האלגוריתמים האחרים

Golden Section לוקח יותר זמן עבור איטרציה אחת מאשר אלגוריתם Armijo וזה בגלל 

חישוב בכל שלושת אלגוריתמים גדל עם הזמן .  האופטימליצעדההסיבוכיות שלו בחישוב גודל 

לפי רשתות ואלגוריתמים לאיטרציה אחת חישוב הזמני ציגה את מ 10 טבלה. הגדלת הרשת

  .שונים

 SUE-CNL של איטרציה אחת לפי מודל) בשניות(זמן חישוב . 10 טבלה
Table 10. CPU Time  of calculation (sec) one iteration in the CNL-SUE 

  
  ניותש, זמן חישוב

  שיטה חישוב גודל הצעד

  רשת

MSA  Golden Section  Armijo  

         10-3*1.6   (3.5)   10-3*2.7   (5.9)    10-4*4.6   (1)        צמתים9

Sioux Falls       (1)     0.031   (15.8)    0.490  (3.0)     0.094 

Winnipeg       (1)      107   (21.4)    2290  (3.4)      367 

  

חישוב של איטרציה אחת לפי כל אלגוריתם לזמן ה יחס זמן מבטאים את בסוגריים המספרים

חישוב ה מזמן 6-21פי גדול  Golden Sectionחישוב לפי ה שזמן ניתן לראות. MSAחישוב לפי ה

 כלומר רגיש פחות לשינויים – רשתותה לכל 3.5 רק פי גדול Armijoחישב לפי הזמן . MSAלפי 

  . הרשתבגודל 
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 מרכיבים של פונקציה מטרההתרומת  5.1.3

, דטרמיניסטיהמרכיב השהיא 1Zפונקציה : מטרה מורכבת משלושה מרכיביםהפונקציה 

 .CNL-SUE  את מודל שמאפיינת3Z ופונקציה MNL-SUEמודל את  שמאפיינת 2Zפונקציה 

 ומתאר  צמתים9 עבור רשת נבנה 20 ציור. מודל שואף לדטרמיניסטיה, גדל θ - ל שככ, כידוע

 1Zמרכיב ל חשיבות שה. פונקצית המטרהבאת החלק היחסי של כל אחד מהמרכיבים 

 µכאשר ). 3Z- ו2Z(מרכיבים הסטוכסטיים ה על חשבון θ -עולה עם הגדלת ה, דטרמיניסטיה

שהוא 3Zמרכיב , 1-מתקרב ל µ כאשר ולכן ,MNL-SUE- שואף לCNL-SUEמודל , 1-שואף ל

µ,03=1 כאשר. 0- שואף ל, CNL-SUEמרכיב של ה =Z . במצב זה הפונקציהZ מתחלקת בין 

2Z1-וZ כמו במודל בלבד MNL-SUE.   

 SUE-CNL  במודל)2Z,3Z( וסטוכסטיים )1Z(השוואה בין מרכיבים דטרמיניסטי . 20 ציור
Figure 20. Comparison between the deterministic (Z1) and stochastic (Z2,Z3) terms in the 

CNL stochastic user equilibrium formulation 
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  θהשפעת פרמטר  5.1.4

נהגים השונות בין ה. המודל קרוב יותר למודל הדטרמיניסטי,  גדל θ-ככל ש, כאמור לעיל

 0-ול) עבור המסלול הקצר ביותר (1- מסלולים שואפות לההסתברויות בחירת ו, נמוכה יותר

הסתברות בחירת ו, יותרגדולה  השונות בין הנהגים נעשה θ הקטנת עם ).עבור יתר המסלולים(

ניתן . מסלול הוא כזאת שהביקוש מתפזר באופן שווה בין כל המסלולים בלי התחשבות בעלות

  . צמתים9 עבור רשת 11 בטבלהזו תופעה לראות 
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   צמתים9התפלגות נפחים ברשת . 11 טבלה
Table 11. Flow Pattern in the 9-node Grid Network 

  

   
µ=0.5 θ=0.01 θ=2 

Or. Dest. Path Flow Flow 
1 6 1 3.28031 1.83408 
1 6 2 3.11665 2.21994 
1 6 3 3.60304 5.94598 
1 9 1 3.65929 1.83433 
1 9 2 3.13762 1.92255 
1 9 3 2.89741 1.82785 
1 9 4 3.42815 6.2668 
1 9 5 3.19193 6.39037 
1 9 6 3.6856 1.7581 

  

 ביקושה תחצימ מקבל יותר מ3 מסלול –" הטוב ביותר" ניתן לראות שהמסלול θ=2כאשר 

-  ו4 מסלולים  הםשני המסלולים הקצרים ביותרהיעד -מוצאעבור זוג  .ראשוןהיעד -מוצאבזוג 

  הביקוש מתחלק באופן כמעט θ=01.0כאשר .  אף הם,ביקושמקבלים יותר ממחצית מהש 5

  .שווה בין כל המסלולים

כאשר   θ-כתלות ב) המסלול הקצר ביותר (3 בנפח התנועה במסלול  את השינוימראה 21 ציור

5.0=µ.  

   צמתים9ברשת  )3מסלול " (הקצר ביותר"סלול  על נפח במθהשפעת פרמטר פיזור . 21 ציור
Figure 21. Influence of the Dispersion Parameter θ on Flow on the Shortest Route (Route 

3) in the 9-node Grid Network 
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 על מספר איטרציות הדרושות עבור אלגוריתמים  θ שלמראים את ההשפעה 24, 23, 22 ציורים

א ו בגרף הy - ציר ה .בהתאמה Sioux Falls ,Winnipeg,  צמתים9:  בשלושת הרשתותשונים

 .לוגוריתמי
 בכל המקרים מאשר עבור  בהרבה גדולMSA מספר האיטרציות הדרוש עבור אלגוריתם, כצפוי

  . שאר האלגוריתמים

הסיבה  צמתים 9ברשת .  אינן מוצגות עבור חלק מהערכיםMSAהתוצאות עבור אלגוריתם 

 θ ועבור ערכי Winnipegברשת ).  איטרציות10000מעל (היא מספר איטרציות גדול מאוד 
ב של גדלי צעד קטנים  עקב השילוMSAבעיקר בשיטת , ישנן בעיות נומריות, 0.25 -גדולים מ

 . ומקדמי הכללה קטנים בגלל גודל הרשתθעם ערכים גדולים של 
   צמתים9השפעת פרמטר פיזור על מספר איטרציות ברשת . 22 ציור

Figure 22. Influence of the Dispersion Parameter on Number of Iterations in the 9-node 
Grid Network 

 

 

1

10

100

1000

10000

0 0.5 1 1.5 2
θ

N
um

be
r 

of
 it

er
at

io
ns

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.0001
µ = 0.25

1

10

100

1000

10000

0 0.5 1 1.5 2
θ

N
um

be
r 

of
 it

er
at

io
ns

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.0001
µ = 0.5

1

10

100

1000

10000

0 0.5 1 1.5 2

θ

N
um

be
r 

of
 it

er
at

io
ns

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.0001
µ = 0.75

1

10

100

1000

10000

0 0.5 1 1.5 2
θ

N
um

be
r 

of
 it

er
at

io
ns

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.0001
µ = 1

 



 

 64

  Falls Sioux השפעת פרמטר פיזור על מספר איטרציות ברשת. 23 ציור
Figure 23. Influence of the Dispersion Parameter on Number of Iterations in the Sioux 

Falls Network 
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  Winnipeg השפעת פרמטר פיזור על מספר איטרציות ברשת. 24 ציור
Figure 24. Influence of the Dispersion Parameter on Number of Iterations in the Winnipeg 

Network 
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צמתים עבור  9ברשת . אחרותה שיטותה  דורשת מאמץ גדול יותר מMSAבכל הרשתות שיטת 

מאשר ) צעד האופטימליהבגלל גודל (דורש פחות איטרציות  Golden Section קטנים θערכי  

 קטנות θ ניתן לראות שעבור Sioux Fallsברשת .  הן מתקרבותθאך עם הגדלת , Armijoשיטת 

 0.5 -גדולים מ θעבור ערכי . θגדל עם מספר האיטרציות הדרושות להתכנסות ) 0.5 - פחות מ(

רק המרכיבים : ניתן להסביר את זה באופן הבא. מספר האיטרציות כמעט לא משתנה

 קטנים θכך שעבור ערכי . θשל פונקצית המטרה כוללים את  3Z-ו 2Zהסטוכסטיים 

מרכיב הכאשר .  גדולθולהפך כאשר  1Zרכיב המ ממשמעותיים יותר 3Z-ו 2Zרכיבים המ

בערך  לשינוים ותתוצאות לא רגישה ,סטוכסטייםהרכיבים המ ממשמעותי יותרדטרמיניסטי ה

דומה ומשמעותית קטן יותר  Golden Section - וArmijoבשיטות איטרציות המספר . θ של

  .Winnipegתוצאות דומות מתקבלות גם ברשת . MSAה ממספר האיטרציות של שיט

 y -ציר ה.  עבור שתי הרשתות θ את זמן חישוב הפתרון כפונקציה שלמציגים 26, 25 יםציור
 .א לוגריתמיובגרפים אלה ה

 ,) כל השיטות דורשות מספר קטן של איטרציותכאשר( קטנות θ עבור Sioux Fallsעבור רשת 

דרוש מספר האיטרציות ה θעם הגדלת . Golden Section מאשר ר יות טובMSA זמן ההרצה של

 תשיט.  האחרותשיטותמביותר גדול להתכנסות זמן שהוא דורש ה וMSAובמיוחד עבור , גדל

Armijo נמוך איטרציה למאמץ ה בשיטה זו. ביותר בכל המקריםטובות התוצאות נותנת את ה

 מבצע פחות חישובים של פונקציה משום שהוא Golden Section -ל בהשוואה משמעותית 

 .Golden Section - דומה לArmijoמספר האיטרציות הדרושות לשיטת  ,מצד שני. מטרה

 פחות אבל דרושות ,Armijoבשיטת יותר גדול איטרציה אחת במאמץ  הMSA -בהשוואה ל

  .Winnipegתוצאה דומה מתקבלת גם ברשת . משמעותיתאיטרציות 

חישוב לפי הגדולים זמן   θעבור. וב לפי כל האלגוריתמים גדלחישהזמן , עם הגדלת רשת

 71.6 - ו, )Sioux Falls )2=θ,25.0=µ שניות לרשת 12.5 לוקח בערך Golden Sectionאלגוריתם 

 Sioux Falls שניות לרשת Armijo :1.9יתם לפי אלגור, )Winnipeg )5.1=θ,5.0=µשעות לרשת 

)2=θ ,25.0=µ( ,שעות לרשת 11-ו Winnipeg )5.1=θ, 5.0=µ.(  



 

 67

  Sioux Falls השפעת פרמטר פיזור על זמן חישוב ברשת. 25 ציור

Figure 25. Influence of the Dispersion Parameter on CPU Time in the Sioux Falls Network 
 

0.1

1

10

100

0 0.5 1 1.5 2
θ

C
PU

 T
im

e,
 s

ec

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.001
µ = 0.25

0.1

1

10

100

0 0.5 1 1.5 2

θ

C
PU

 T
im

e,
 s

ec

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.001
µ = 0.5

0.1

1

10

100

0 0.5 1 1.5 2
θ

C
PU

 T
im

e,
 s

ec

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.001
µ = 0.75

0.1

1

10

100

0 0.5 1 1.5 2
θ

C
PU

 T
im

e,
 s

ec

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.001
µ = 1

 
 



 

 68

  Winnipeg השפעת פרמטר פיזור על זמן חישוב ברשת. 26 ציור
Figure 26. Influence of the Dispersion Parameter on CPU Time in the Winnipeg Network 
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   µהשפעת מקדם קינון 5.1.5
שני ,  שווה לאפס µכאשר. MNL-SUE למודל זהה CNL-SUE מודל, 1-  שווה ל µכאשר, כאמור

 ניתן 12בטבלה . מסלוליםהמותנית של בחירת ההמודלים דטרמיניסטיים ביחס להסתברות 

חישוב ה .µ=9.0 -ו µ=0 עבור θ=1.0 שרמסלולים כאהזרימות בין הפיזור את לראות 

   .RMSE=0001.0 קריטריון התכנסות עם Armijo צמתים לפי אלגוריתם 9התבצע עבור רשת 

   צמתים9התפלגות נפחים ברשת . 12 טבלה
Table 12. Flow Pattern in the 9-node Grid Network 

  

θ=0.1 µ=0 µ=0.9 
Or. Dest. Path Flow Flow 
1 6 1 2.62204 3.07608
1 6 2 3.11998 3.15356
1 6 3 4.25798 3.77036
1 9 1 2.98926 3.14348
1 9 2 3.38758 3.17331
1 9 3 0.00001 3.02759
1 9 4 6.47247 3.74188
1 9 5 3.95984 3.5767
1 9 6 3.19085 3.33703

  

- במוצא 3 מסלול –" הטוב ביותר"מסלול ה: פיתרון שואף לדטרמיניסטי, µ=0 - רואים שב

לא ,  קטן ולכןθערך . שני מקבלים את הנפח הגדול ביותרהיעד -  במוצא4מסלול ראשון והיעד 

נפחים מתפזרים כמעט באופן שווה ה µ=9.0 -ב.  ביותרצריםהקכל הביקוש עובר במסלולים 

  .דטרמיניסטימה משמעותי יותרסטוכסטי האפקט ה כלומר, המסלוליםכל בין 

 9ברשת )  ביותרהקצרמסלול ה (3זרימה במסלול ה על  µהשפעה שלה  אתמראה 27 ציור

  .θ=1.0יעד ראשון כאשר -צמתים במוצא

 מסך את הנפח הגדול ביותרמסלול מקבל  µ=0 - וב. קטן  µ-הנפח במסלול גדל ככל ש, כצפוי

  .הכל הביקוש

 על מספר האיטרציות ועל זמני ההרצה בכל µ השפעת הפרמטר  מראים את33 עד 28ציורים 

  .θעבור ערכים שונים של הפרמטר , אחת משלוש הרשתות שנבחנו
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   צמתים9השפעת מקדם קינון על על נפח במסלול הטוב ביותר ברשת . 27 ציור
Figure 27. Influence of the Nesting Coefficient on Flow on Best Route (Route 3) in the 9-

node Grid Network 
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   צמתים9מקדם קינון על על מספר איטרציות ברשת השפעת . 28 ציור
Figure 28. Influence of the Nesting Coefficient on Number of Iterations in the 9-node Grid 

Network 
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  Falls Sioux השפעת מקדם קינון על על מספר איטרציות ברשת. 29 ציור
Figure 29. Influence of the Nesting Coefficient on Number of Iterations in the Sioux Falls 

Network 
  

1

10

100

1000

10000

0.25 0.5 0.75 1
µ

N
um

be
r 

of
 it

er
at

io
ns

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.0001
θ  = 0.01

1

10

100

1000

10000

0.25 0.5 0.75 1µ

N
um

be
r 

of
 it

er
at

io
ns

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.0001
θ  = 0.5

1

10

100

1000

10000

0.25 0.5 0.75 1
µ

N
um

be
r o

f i
te

ra
tio

ns

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.0001
θ  = 2

1

10

100

1000

10000

0.25 0.5 0.75 1µ

N
um

be
r o

f i
te

ra
tio

ns

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.0001
θ  = 0.1

 
 



 

 72

  Winnipeg השפעת מקדם קינון על על מספר איטרציות ברשת. 30 ציור
Figure 30. Influence of the Nesting Coefficient on Number of Iterations in the 

WinnipegNetwork 
  

1

10

100

1000

0.25 0.5 0.75
µ

N
um

be
r 

of
 it

er
at

io
ns

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.001
θ = 0.01

1

10

100

1000

0.25 0.5 0.75
µ

N
um

be
r 

of
 it

er
at

io
ns

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.001
θ  = 0.5

1

10

100

1000

0.25 0.5 0.75
µ

N
um

be
r 

of
 it

er
at

io
ns

MSA Golden Section Armijo

RMSE = 0.001
θ  = 0.1

 



 

 73

   צמתים9השפעת מקדם קינון על על זמן חישוב ברשת . 31 ציור
Figure 31. Influence of the Nesting Coefficient on CPU Time in the 9-node Grid Network 
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  Falls Sioux השפעת מקדם קינון על על זמן חישוב ברשת. 32 ציור
Figure 32. Influence of the Nesting Coefficient on CPU Time in the Sioux Falls Network 
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  Winnipeg  מקדם קינון על על זמן חישוב ברשתהשפעת. 33 ציור

Figure 33. Influence of the Nesting Coefficient on CPU Time in the Winnipeg Network 
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איטרציות וזמן ה על מספר µהשפעה של ה קבוע θבכל שלושת הרשתות רואים שעבור 

  . מספר איטרציות קטן, )1-שואף ל( גדל µ - ככל ש: קטנה מאודהיא , חישובה

מודל הככל ש, כלומר. זמן החישוב הוא הגדול ביותר,  הקטן ביותר µ- הגדול ביותר ו θ-ב

לוקח יותר מאמץ וזמן להגיע למצב שיווי משקל למשתמש שבו כל , שואף לדטרמיניסטי

 .הביקוש מתרכז במסלול אחד

   2מבחן  5.2
 בהשוואה התיחסנו הן לשוני .MNL-SUE -  וCNL-SUE ת משווה את תוצאות הצב2מבחן 

  . פתרון שווי המשקלל להגיעבפתרון המתקבל והן למאמץ החישוב הנדרש על מנת 

חישובים בוצעו לפי ה. 1 שלוש רשתות שבמבחן ןאותב השתמשנו 2לביצוע מבחן 

  .Sioux Falls -ו צמתים 9 לרשתות Golden Section -ו Winnipeg לרשת Armijo: אלגוריתמיםה

) Demand(ביקוש ה ורמת, מקדם פיזור- θ,  מקדם קינון- µ: פרמטריםאת הבמבחן הזה שינינו 

  .4 ראה בפרק RMSEהגדרת של . על מנת לבדוק כיצד הם משפיעים על תוצאות

   θ -ו  µ  פרמטריםהשפעה  5.2.1
 ביןהשוני כך , ן קט µ-ככל ש. MNL-SUE - הופך ל CNL-SUE  מודל,µ=1כאשר , כאמור

  . יותרגדול מודלים נעשה ה שני תוצאות

 הוא חישבה. 1- שואף ל µכאשר, )צמתים 9ברשת  (3מספר נראה איך משתנה זרימה במסלול 

  .θ=1 עבור

   צמתים9ברשת  )3מסלול (השפעת מקדם קינון על נפח במסלול הטוב ביותר . 34 ציור
Figure 34. Influence of the Nesting Coefficient on Flow on Best Route (Route 3) in the 9-

node Grid Network 
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  נפח התנועה במסלול הטוב ביותר לפי מודל, 1 -קרוב ל µ -שככל ש מראה 34ציור 

CNL-SUE  קרוב יותר לערך של מודלMNL-SUE.  

  ).µ=2.0( על נפח התנועה במסלול θ הפרמטר מראה את השפעת 35ציור 

נפחי התנועה מתפלגים כמעט ,  קטן מאודθ כאשר .המודל שואף לדטרמיניסטי, גדל  θ-ככל ש

. רוב הביקוש בשני המודליםאת  מקבל 3ניתן לראות שמסלול . באופן שווה בין כל המסלולים

.  חלשהθ השפעת θ<2 - ומθרה יותר חזקה כפונקציה של  קטנים נפח משתנה בצוθ -ב

משמעותי יותר  θ - תלוי בשאינו דטרמיניסטי המרכיב ה θשעם הגדלת היא כך לסיבה ה

  .מהמרכיב הסטוכסטי

  ים צמת9ברשת  )3מסלול (השפעת פרמטר פיזור על נפח במסלול הטוב ביותר . 35 ציור
Figure 35. Influence of the Dispersion Parameter on Flow on Best Route (Route 3) in the 9-

node Grid Network 
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 θ -בהסיבה לכך היא ש. לפי שני המודלים קרובות יותרזרימות במסלול ה,  קטן θכאשר
יורד בשני המקרים נפח במסלול הלכן ו, ם מתפלג באופן שווה בין המסלוליהביקושקטנים 

  . מתקרבות זו לזומודלים ה לפי שני והתוצאות

על פתרונות שיווי משקל של שני המודלים  θ - ו  µמראים את השפעת  38, 37, 36ציורים 

  .בשלושת הרשתות עבור ביקוש קבוע
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   צמתים9 ברשת RMSE על θ - וµהשפעת פרמטרים . 36 ציור
Figure 36. Influence of the  parameters µ and θ on RMSE in the 9-node Grid Network 

 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0 0.5 1 1.5 2
θ

R
M

SE

µ=0.25 µ=0.5 µ=0.75 µ=1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.25 0.5 0.75 1

R
M

SE

θ=0.01 θ=0.1 θ=0.5 θ=1

µ

 
 



 

 79

  Sioux Falls  ברשתRMSE על θ - וµהשפעת פרמטרים . 37 ציור

Figure 37. Influence of the the  parameters µ and θ on RMSE in the Sioux Falls Network 
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  Winnipeg ברשת RMSE על θ- וµהשפעת פרמטרים . 38 ציור
Figure 38. Influence of the parameters µ and θ on RMSE in the Winnipeg Network 
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יש השפעה יציבה על , ראה את דרגת המתאם בין המסלולים החופפיםשמ µקינון הלמקדם 

ההבדל בין המודלים בולט יותר ,  קטן µ-ככל ש, בכל שלושת הרשתות .הבדל בין המודליםה

)RMSEגדל  .(1 - ב=µ  אין הבדל בין המודלים)0=RMSE.( 

 θ -ככל שש הסיבה לכך היא. מאודקטנה  θפיזור ה השפעה של פרמטרה Sioux Fallsברשת 
במיקרה הזה נפחים .  באופן שווה בין המסלוליםהביקושיםיש נטיה להתפלגות , 0 -שואף ל

ההצבה קרובה ,  גדלθכאשר , מצד שני. קרובים יותר CNL-SUE - וMNL-SUEלפי מודלים 

מכאן . דומים יותר CNL-SUE - וMNL-SUEיותר להצבה דטרמיניסטית ושוב נפחי לפי 

 יותר Sioux Fallsרשת . θ הוא פונקציה של   RMSEשההבדל בין הפתרונות כפי שמבוטא על ידי 
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 θ -  תלוי בשאינו, מטרהה תבפונקצי) 1Z(גודש המרכיב , כלומר. Winnipegעמוסה מרשת 

 מאוד θכן ההשפעה של ל. אחרים של פונקצית מטרה ברשת הזוהמרכיבים משמעותי יותר מה

משמעותיים  2Z, 3Z הסטוכסטייםוהמרכיבים.  עמוסה פחותWinnipegרשת . קטנה ברשת הזו

 ים משפיע0.01-0.5 בטווח של θי לכן ערכ. θ - תלוים ב 3Z -ו 2Z. ברשת הזו 1Zיותר מהמרכיב 

  . בין המודליםהשוניכר על יבאופן נ

לכן גם כאן . 3Z -ו 2Zבה עולה על  1Z- וSioux Fallsהיא עמוסה בדומה לרשת  צמתים 9 רשת 

שר אפקט דטרמיניסטי נעשה יותר  קטנים כאµ - משתקפת בθהשפעת . מאודקטנה  θהשפעת 

  .בולט

 . עבור שלושת הרשתותאיטרציותהעל מספר   θ השפעתמראים את 41, 40, 39 ציורים
   צמתים9השפעת פרמטר פיזור על מספר איטרציות ברשת . 39 ציור

Figure 39. Influence of the Dispersion Parameter on Number of Iterations in the 9-node 
Grid Network 
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  Sioux Falls  ברשתמספר איטרציותהשפעת פרמטר פיזור על . 40 ציור

Figure 40. Influence of the Dispersion Parameter on Number of Iterations in the Sioux 
Falls Network 
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 Winnipeg  ברשתמספר איטרציותהשפעת פרמטר פיזור על . 41 ציור
Figure 41. Influence of the Dispersion Parameter on Number of Iterations in the Winnipeg 

Network 
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-CNLאיטרציות בין מודל המעט אין הבדל במספר כ,  קטנות θ-שב,  הרשתות רואים3בכל 

SUE עבור ערכיµ  שונות ומודל MNL-SUE .ככל ש-θ במספר השוניגם כך גדל ,  גדל 

 שואף  µ-ככל ש. גדל גם מספר איטרציות,  גדל θ-ככל ש. מודליםהדרוש לשני האיטרציות ה

  יות של מודלאיטרצהנעשה יותר קרוב למספר  CNL-SUEשל איטרציות הכך מספר , 1- ל
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MNL-SUE וככל ש-µ  מודל באיטרציות האיטרציות מתרחק ממספר המספר , קטןMNL-SUE. 

  .איטרציות גדלהמספר ,  קטן µ-ככל ש

  .44, 43, 42בציורים מוצגת ההשפעה על זמן החישוב 

   צמתים9 ברשת זמן חישובהשפעת פרמטר פיזור על . 42 ציור
Figure 42. Influence of the Dispersion Parameter on CPU Time in the 9-node Grid 

Network 

0

0.05

0.1

0.15

0 0.5 1 1.5 2
θ

C
PU

 T
im

e,
 s

ec

µ=0.25 µ=0.5 µ=0.75 µ=1 MNL
 

  
 Sioux Falls ברשת זמן חישובהשפעת פרמטר פיזור על . 43 ציור

Figure 43. Influence of the Dispersion Parameter on CPU Time in the Sioux Falls Network 
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  Winnipeg  ברשתזמן חישובהשפעת פרמטר פיזור על . 44 ציור

Figure 44. Influence of the Dispersion Parameter on CPU Time in the Winnipeg Network 
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חישוב הפתרון . איטרציותהמספר  זמן החישוב דומה להשפעה על על  θ הפרמטרהשפעה שלה

ת פונקצימאחר ו  µעבור כל ערכי  CNL-SUE מהיר יותר מאשר לפי מודלMNL-SUEלפי מודל 

ברוב  , אולם. שונותµ -זמן החישוב דומה ל,  קטניםθ עבור ערכי . יותר פשוטותהמטרה

 אך גם ככל θחישוב גדל עם הגדלת הץ מאמ. החישוב אינו גדול מאודזמן ב ההפרש, המקרים

דבר ,  קטנים היא מיתאם גבוה יותר בין מסלולים חופפיםµהמשמעות של ערכי .  קטןµ - ש

 של ולהאטהשגורם באופן עקיף להשפעה של נפח התנועה במסלול אחד על מסלולים אחרים 

  .מהירות ההתכנסות

  השפעת ביקוש 5.2.2

 .בין הפתרונות המתקבליםבסעיף זה נבחן את השפעת הביקוש על השוני 
 את השפעת הביקוש על השוני בין הפתרונות עבור ערכים שונים של  מראים47, 46, 45ציורים 

µו  - θ רמת הגודש ברשת .  בינונית ברמהצמתים היא רשת עמוסה 9 רשת . הרשתות3 עבור

 , גדולים יותרםעבור נפחי. קובעת את הנקודות על פונקצית העכבה שבה הפתרון נמצא

 בעלויות יותרמתקבלים שינוים גדולים  ,כתוצאה מכך.  תלולה יותרת העכבהפונקצי

מסלולים נעשה הסטוכסטי בבחירת האפקט ה, לכן. מסלולים עבור שינוים קטנים בביקושה

ערכי ( התוצאה היא שכאשר הביקוש גדל .פחות משמעותי והפתרונות נעשים דומים יותר

פרמטר ו,  פחותמסלולים נעשה משמעותיהטי בבחירת סטוכסהאפקט ה )1 - ביקוש גדולים מ

 קטן ביקושה כאשר.  יותרפתרונות נעשים דומיםה ,תוצאותהלא משפיע על כמעט ו θפיזור ה

, מסלולים נעשה יותר משמעותיהסטוכסטי בבחירת האפקט ה, )1 -מערכי ביקוש קטנים (

  .  פחותםפתרונות נעשים דומיהתוצאות וה על  יותר משפיעθפיזור הפרמטר 

  .Sioux Fallsתוצאות דומות מתקבלות גם עבור רשת 



 

 85

   צמתים9 ברשת RMSPEהשפעת ביקוש על . 45 ציור
Figure 45. Influence of the Demand on RMSPE  in the 9-node Grid Network 
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  Sioux Falls ברשת RMSPEפעת ביקוש על הש. 46 ציור

Figure 46. Influence of the Demand on RMSPE  in the Sioux Falls Network 
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 Winnipeg ברשת RMSPE השפעת ביקוש על. 47 ציור
Figure 47. Influence of the Demand on RMSPE  in the Winnipeg Network 
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 משמעותי יותרסטוכסטי בה האפקט ולכן ה נמוכה יותר  Winnipegרשת רמת העומס ב

  ההבדלים ביןשינוי בביקוש כמעט לא משפיע עלה ,כתוצאה מכך .דטרמיניסטיהאפקט מה

  .תוצאותה

את פתרון י הדרושות למצ השפעת הביקוש על מספר האיטרציותמראים את 50, 49, 48 ציורים

  . הרשתות3 -שווי המשקל ב

   צמתים9השפעת ביקוש על מספר איטרציות ברשת . 48 ציור
Figure 48. Influence of the Demand on Number of Iterations  in the 9-node Grid Network 
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  Sioux Falls השפעת ביקוש מספר איטרציות ברשת. 49 ציור

Figure 49. Influence of the Demand on Number of Iterations  in the Sioux Falls Network 
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  Winnipeg השפעת ביקוש על מספר איטרציות ברשת. 50 ציור

Figure 50. Influence of the Demand on Number of Iterations  in the Winnipeg Network 
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איטרציות לפי המספר . איטרציות עולהה כך שעם הגדלת ביקוש מספר היאהביקוש השפעת 

  . CNL-SUE מתנהג באופן דומה למספר האיטרציות לפי מודל MNL-SUEמודל 

 .Winnipeg - וSioux Falls השפעת הביקוש על זמן החישוב ברשת מראים את 52, 51 ציורים
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  Sioux Falls השפעת ביקוש על זמן חישוב ברשת. 51 ציור

Figure 51. Influence of the Demand on CPU Time  in the Sioux Falls Network 
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  Winnipeg השפעת ביקוש על זמן חישוב ברשת. 52 רציו

Figure 52. Influence of the Demand on CPU Time  in the Winnipeg Network 
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 הסיבה היא. זמן הדרוש להשגת התכנסותה  מגדילה אתביקושה הגדלת בשתי הרשתות

 התנועה נפחב רגישים יותר לשינויים זמני הנסיעה , גדלהעומסהשפעה ה, ביקוש עולהשכשה

 . ולכן דרושות איטרציות רבות יותר להשגת ההתכנסות

  סיכום 5.3
. CNL-SUE נכתבה תוכנית מחשב על בסיס אלגוריתם שפותח לפיתרון בעיה בעבודה זו

  – מסלולים באמצעות מודלים של בחירתהצבת שווי המשקל התוכנית מיועדת לפיתרון בעיה 

CNL-SUE ו- MNL-SUE . לבחון במטרה בוצעו שני מבחנים .  רשתות3עבור הורצה התוכנית

 שיטות של חישוב 3-במבחנים השתמשנו ב. MNL-SUE בהשוואה למודל  CNL-SUEאת מודל

ביקוש על מנת , µ  ,θכמו כן נבחנו ערכים שונים של. Golden Section ,Armijo ,MSA :גודל הצעד

  . את ההשפעה שלהם על תוצאות החישובלראות 

 בכל שיטה לחישוב גודל הצעדה, רשתהתלוי בגודל ש , זמן חישוב שונהדורשותרשתות שונות 

,  לחישוב גודל הצעדMSAת  ששיטהתוצאות מראות .ביקושה וµ, θ של פרמטריםה ואיטרציה
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שיטות ה שתי .א גם האיטית ביותרי ה, בזכות הפשטות שלהSUEשהיא הנפוצה ביותר עבור 

או  הן שיטות של חישוב גודל צעד אופטימלי Armijo - וGolden Section –  שנבחנואחרותה

בהשוואה לשיטה ,  דורשת זמן רב לחישוב גודל הצעדGolden Sectionשיטת . מהבהתא, מקורב

Armijo.  

מקדם הכללה שמחושב לפי :  יש שני סוגים של פרמטרים בלתי תלוייםCNL-SUEלמודל 

פיתרון שואף לפיתרון ה, קינון יורדהככל שמקדם . µ -קינון הולוגיה של הרשת ומקדם טופ

כך , )0 -שואף ל( יורד µ-ככל ש. MNL-SUE-הופך ל µ CNL-SUE=1  כאשר. דטרמיניסטיה

  .גדלשני המודלים של  בפתרונות השוני

פונקציות שבגלל  CNL-SUEמודל  קצר יותר מאשר חישוב MNL-SUEחישוב של מודל הזמן 

5.0, 25.0כאשר , למשל.  יותרמטרה פשוטותההסתברות וה == µθזמן חישוב עבור רשת   

 Sioux Falls = 10 שניות )MNL-SUE (17 שניות )CNL-SUE( , עבור רשתWinnipeg= 10233 

ההנחות ,  שנימצד). CNL-SUE) ( שעות9.5( שניות 34152, )MNL-SUE) ( שעות2.8(שניות  

 סבירות יותר בגלל שהמודל לוקח בחשבון את הדימיון בין CNL-SUEההתנהגותיות של מודל 

  .מסלולים
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 מסקנות וכיוונים להמשך .6

  מסקנות 6.1
ת בעיל) MNL-SUE ,CNL-SUE( של בחירת מסלולים  שונים מודליםיישום שלהמחקר מציג 

 עבור MNLהשתמשו במודל  SUEהמודלים הראשונים של .  שיווי משקל סטוכסטיהצבת

 לפיתוח אלגוריתמים יעילים הובילו MNL-SUEהנוחיות האנליטית של מודל  .בחירת מסלולים

 מסלולים לא לוקח בחשבון דימיון בין MNLאולם המבנה של מודל  .רבים לפתרון בעיה זו

 יםולפיכך לא מתאים מאחר שברשתות טיפוסיות יש מספר גדול של חפיפות קטעים בין מסלול

 MNL – independence of irrelevantחפיפות אלו גורמות להפרה של הנחה יסוד במודל . שונים

alternatives) IIA( .מודל , למרות בעיה תאורטית זוMNL-SUE הוא עדיין המקובל ביותר 

  . בשימוש בהצבת תנועה סטוכסטית

. CNL-SUE –ית יישום מודל מתקדם של בחירת מסלולים בהצבה סטוכסטבמחקר זה מתמקד 

. מתחשב בדימיון בין המסלולים השונים הנו בכך שהפתרון CNL-SUEהיתרון המשמעותי של 

 קיים ניסוח מתמטי אך לא קיימות בספרות דוגמאות לפיתוח CNL-SUEלבעיה ההצבה 

 שסובל מהתכנסות איטית MSAלמעט אלגוריתם , אלגוריתמים יעילים לפיתרון בעיות אלו

טב ידיעתנו אין עבודות שבוחנות את ההבדלים בתוצאות בין ההצבות כמו כן למי. מאוד

  . ' וכוCNL-SUE - וMNL-SUE :השונות

המטרה הראשונה היא פיתוח של אלגוריתמים . מחקר זה התמקד בשתי מטרות עיקריות

 על בסיס CNL-SUEבמחקר מוצג אלגוריתם לפיתרון בעית . CNL-SUEיעילים לפיתרון בעיית 

  ). Damberg et al (1996) האלגוריתם של (MNL-SUE ההצבהים לפיתרון בעית אלגוריתם קי

נבחנו . על בסיס האלגוריתם שפותח נכתבה תוכנית מחשב המאפשרת פתרון של רשתות שונות

  :שיטות שונות לחישוב גודל הצעד באלגוריתם באמצעות מזעור של פונקצית המטרה

Golden Section ו-Armijo . עם חישוב גודל הצעד באמצעות שיטת התוצאות הושווMSA .

הוא האיטי ביותר מבין שלושת האלגוריתמים בהשגת  MSA התוצאות מראות שאלגוריתם

ניתן לראות  Armijo -ו Golden Section :בהשוואה בין שתי השיטות. פתרון שיווי משקל

עבור רשת  הגרוע  במיקרה650% -ב(דורש יותר זמן  חישוב  Golden Section שחישוב לפי שיטת 

Winnipeg, 71.6 בהשוואה לשיטת )  שעות11 שעות לעומתArmijo.   

. CNL-SUE של פרמטרים שונים על מאמץ החישוב הנדרש בהצבת ההשפעותבמבחן נבחנו 

  .  ורמת הביקוש) µ( מקדם הקינון , ) θ( מקדם הפיזור : הפרמטרים שנבדקו הם

ה הסטוכסטית נעשית דומה להצבה ההצב,  עולהθ - ככל ש, עבור פרמטר הפיזור

פרמטר פיזור משפיע על המאמץ החישוב כך . מבלי התחשבות במודל בחירה, דטרמיניסטית

 על זמן µההשפעה של מקדם הקינון . הזמן הדרוש להשגת התכנסות עולה, גדל θ -שככל ש

  .ההרצה היא קטנה יחסית
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ובחינת   MNL-SUE- וCNL-SUEמטרה נוספת של המחקר היא השוואה של תוצאות הצבה 

ההשוואה מתיחסת הן לשוני בפתרון המתקבל והן למאמץ החישוב הנדרש . ההבדלים ביניהם

  .על מנת להשיג לפתרון שווי המשקל

כך הבדל בין , )0 -שואף ל( קטן µ - ככל ש. MNL לעומת CNL מאפין את מודל - µמקדם קינון 

  .MNL-SUE הופך למודל CNL-SUE מודל µ=1 -ב. התוצאות בין שני מודלים גדל

הבדל בין . פתרונות יחסית קרוביםמודלים נותנים השני ) Sioux Falls(ברשתות העמוסות 

  ).Winnipeg (פחות ברשתות עמוסות הפתרונות גדול יותר

, Winnipegרשת  ()RMSPE (75%מגיע עד כדי , הבדל בין התוצאות של שני המודלים

25.0 ,1 == θµ( . נובע מכך שמודל הבדלCNL-SUE,לוקח בחשבון חפיפות בין מסלולים  .

מטרה ה ת של פונקציהמורכבות יותר בגלל דורש מאמץ חישוב גדול CNL-SUEמודל , אולם

. ההבדל בזמן החישוב תלוי בגודל הרשת. MNL-SUEלל ופונקצית ההסתברות לעומת מוד

 שניות 24 - וMNL-SUE שניות למודל 15ן ההרצה הוא  במקרה הגרוע זמSioux Fallsברשת 

 Winnipegברשת . CNL-SUEעבור ערכי זמן כאלה כדאי להעדיף את מודל . CNL-SUE למודל

 שעות עבור מודל 9.5 שעות לעומת MNL-SUE  - 2.8 במיקרה הגרוע זמן חישוב עבור מודל

CNL-SUE . לת החישוב של המחשבים עם המשך השיפור ביכו. 240%ההבדל בין זמנים הוא

-CNLויאפשר להשתמש במודל ,  פחותמשמעותי יהיה יבעתיד יתכן ונושא המאמץ החישוב

SUEרחב יותרן באופ .  

  כיוונים להמשך 6.2

 היא  בכך שלוקח זמן רב לפתור את מצב שווי CNL-SUEהבעיה העיקרית של מודל  .1

י "עד מחשבים עגודל צ. הסיבה לזה היא הסיבוכיות של חישוב גודל הצעד. המשקל

הקושי הוא שחישוב ערך פונקצית המטרה דורש מאמץ  .מזעור של פונקציה מטרה

אם ניתן יהיה למצוא שיטות לחישוב גודל צעד יעיל ללא צורך במספר רב . חישובי רב

דרכים . ניתן יהיה להוריד את זמן ההרצה משמעותית, של חישובי פונקצית מטרה

 :לעשות את זה הם
 ולהזניח על 1Zעד אופטימלי בפונקציה מטרה לחשב רק מרכים לחישוב גודל צ •

 .3Z - ו2Zמרכיבים 

 .לכל מסלול לחשב גודל צעד משלו •
למשל , קיימים כיום גם מודלים מתקדמים נוספים שמתחשבים בדימיון בין מסלולים .2

 את לפתח אלגוריתמים דומים גם למודלים אלו ולהשוותניתן . PCL-SUEמודל 

 .CNL-SUEמאמץ החישוב במודלים אלה לעומת מודל  ואת התוצאות
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Abstract 

This research presents implementation of the cross nested logit (CNL) route choice model in 

stochastic user equilibrium (SUE) assignment. Traffic assignment is defined as the process of 

allocation of given demands for travel to the routes and links in a transportation network. The 

traffic assignment problem has been researched a lot in literature. Several different models have 

been defined according to the route choice models they use. User-equilibrium (UE) models are 

the most widely accepted. These models assume that every driver tries to reduce his travel time 

as much as possible by selecting shortest routes. The most commonly used traffic assignment 

model is the Deterministic model. This model is based on the assumption that the drivers have 

perfect knowledge of costs of the paths. Therefore, they deterministically choose the shortest of 

cost paths. Not all the drivers traveling between an origin and a destination will necessarily 

choose a single path. An equilibrium state will be reached when no driver can improve his travel 

time by unilaterally changing his path. The Deterministic user equilibrium isn’t always 

reasonable. For example, the assumption that all drivers have a perfect information (i.e., they 

know the travel times on all the paths in the network) is not necessarily realistic. Moreover, the 

model supposes that all the drivers act in the same way. However, in reality there may be a 

difference between driver’s perceived travel times and an experienced travel time. The 

perception of travel time could be distributed in a population of drivers. In this case, the User 

Equilibrium is defined as a situation in which no driver perceives that he can improve his travel 

time by unilaterally changing path. This equilibrium is a Stochastic User Equilibrium (SUE). The 

basis of the stochastic traffic assignment model is the probabilistic route choice model. This 

study focuses on models of stochastic User Equilibrium assignment.  

The first SUE models proposed in the literature the multinomial logit (MNL) or multinomial 

probit (MNP) models for path choice in the process of the stochastic loading. But, with the MNP 

model the calculation of route choice probabilities is difficult when the number of available 

routes is large since the model requires sophisticated calculation methods and effort.  The MNL 

model is widely used for the solution of the SUE problem. The analytical simplicity of the 

MNL-SUE model led to development of many efficient algorithms. However, the structure of the 

MNL model does not take into account the similarity between different alternatives. In typical 

transportation networks there may be significant overlaps among different paths. This property 

affects the fidelity of the assignment results. In recent years new route choice models were 

developed and applied to the SUE traffic assignment problem, that try to overcome the problems 

of the model MNL. Exemples are the paired combinatorial logit (PCL) and the cross nested logit 

(CNL) models. This study discusses the potential application of the CNL model for procedure of 

stochastic loading as solution of the SUE problem. The significant advantage of the CNL-SUE is 
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that the solution considers the similarity between the different paths. The CNL-SUE problem has 

a mathematical formulation as an optimization problem. However, efficient algorithms for 

solution of these problems have not been proposed in the literature. The only algorithm that has 

been used in this context is the MSA algorithm, which suffers from very slow convergence. 

Likewise, to the best of our knowledge, there are no studies, that examine the differences in the 

results between MNL-SUE and CNL-SUE traffic assignments models. This study focuses on the 

development of efficient algorithms for the CNL-SUE problem. A MSA algorithm can be used 

for solution of the SUE problem with different route choice models. But, as mentioned above, it 

suffers from very slow convergence, mainly on account of a step size, that is set in advance and 

is not optimal.  

This study has two main goals. The first goal is development of efficient algorithms for solution 

of the CNL-SUE problem. An additional goal is comparison of results of CNL-SUE and 

MNL-SUE assignments and analysis of the differences between them. The comparison relates to 

the difference in the solution itself and to the computational effort, required, in order to obtain 

the user equilibrium solution.  

The algorithm, presented in this study for solution a CNL-SUE problem, is based on the 

algorithm of Damberg et al (1996) that solves the MNL-SUE problem. This algorithm was used 

to run 3 networks: a network with 9 nodes, the medium-sized Sioux Falls network, and the  

large-scale Winnipeg network.  

Two tests were conducted in order to examine CNL-SUE and compare it with MNL-SUE. 

Different methods of step size calculation in the algorithm by means of minimization of the 

objective function were tested. These methods are the Golden Section method and Armijo rule. 

Results were compared with calculation of the step size by means of the MSA method, which is 

the simplest method of the step size calculation. The effect of different parameters of the 

problem on the difference between the effort of calculation that is required in CNL-SUE 

assignment were examined. The parameters, that were examined, are the dispersion parameter, 

nesting coefficient and the level of the demand. The results show, that the MSA method of the 

step size calculation, which is the simplest, is also the slowest. Two other methods, that were 

tested – Golden Section and Armijo, are methods of calculation the optimal step size and an 

approximate step size, respectively. The Golden Section method requires the most effort to 

calculate the step size. The results indicate that the path-based algorithm with Armijo's step size 

rule outperforms other step size determinations. The CNL model has two additional types of 

parameters on top of the MNL model: Inclusion coefficient, that was calculated according to the 

topology of the network and the nesting coefficient. The nesting coefficient µ characterizes 

model CNL. When µ approaches 0, the difference between the results of the two models grows. 
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When 1=µ , the CNL-SUE model collapses to the MNL-SUE model. The effect of the Nesting 

coefficient µ on running time is relatively small. In the more congested Sioux Falls network the 

two models give solutions that are relatively close. The difference between the solutions is larger 

in the Winnipeg network which is less congested. For the dispersion parameter θ: the stochastic 

traffic assignment solution becomes similar to deterministic traffic assignments, when θ is large. 

The time, required to achieve convergence, increases with the value of θ. Overall, the difference 

between the results of CNL-SUE and MNL-SUE can be substantial. This can justify usage of the 

CNL-SUE model, which takes in account overlapping between paths. However, it requires 

higher computational effort because of the complexity of the objective function and the choice 

probability function compared with model MNL-SUE.  
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